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1.1. NN 


Barnabás: Integrálszámítás és Solt György: 


"Valószínűségszámítás című könyve nemrég 


jelent meg új kiadásban. Most a Differenciál- 
számítás c. kötetet ajánljuk az Olvasónak, 
megújult formában, immár a 7. kiadásban. 
A sorozat könyveiben a szerzők középiskolai 


tanulóknak, főiskolai és egyetemi hallgatók- 


nak adnak példákat, ismertetnek kidolgozott 


feladatokat. 


A mű szerzője a fejezetek előjén. röviden 
mmeretéket, "amelyek a feladatok megoldásá- 
hoz szükségesek. Ezután részletesen kidol- 
gozott gyakorló feladatok következnek. ; 
Olvassuk el először a fejezet elején levő 
összefoglaló részt! Ha az elméleti anyagot 

már. felelevenítettük, kezdhetjük önállóan 
jietjoldáni a gyakorló feladatokat. A kapott 


eredményt . és a megoldás menetét összevet- 


rás TT] 


A kérnék GLSSÁ GST egyetemi és főiskolai 
hallgatóknak ajánljuk, valamint olyan közép- 
iskolás diákoknak, akik a "reáltudományok 
területén szeretnék folytatni tanulmányaikat. 
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Előszó 


Bármely könyv megírásákar igen fontos feladat, hogy figye- 
ternbe vegyük a könyv célját és olvasóinak előképzettsépgét; 
ezek a szempontok wi. lényegesen befolyásolják a tárgyvalásmó- 
dot. Ez a könyv azok számára készült, akik a differenciálszámi- 
tás alapfogalmaitt egyénileg vagy eddigi tanulmányaik során már 
elsajátították; célja, hogy az Olvasó különböző példakon elsa- 
fátitsa a difflerencialási eljárás biztos kezelését és alkalmazását. 

A fejezetek elején röviden — ismétlésnek, emlékeztetőnek szánt 
jelleggel — összefoglaljuk azokat az alapvető elméleti tudnivaló- 
kat, amelyek nélkül a feladatok nem oldhatók meg. Ezután követ- 
keznek a reszletesen kidolgozott gyakorló feladatok. 

E felépítésből következik a könyv célszerű olvasási módja. 
Először olrassuk el a fejezet elején az összefoglaló részt. Ha 
az ott ismertetett elméleti anyagot már felelevenítettük, a gya- 
korló feladatokat önállóan kezdjük megoldani. A kapott ered- 
ményt és a megoldás menetét hasonlítsuk össze a könyvben kö- 
zölttet. Ha rossz eredményre jutottunk, akkor ajánlatos a hibát 
megkeresni, és szükség esetén a tisztázatlannak tűnő elméleti 
anyagot a megfelelő szakkönyvből attanulmányozni (mielőtt 
még ájabb feladat megoldásával próbálkoznánk). Ha jó 
eredményt kaptunk, de más utat követtünk, mint a könyvbeli 
megoldás menete, akkor értékeljük ki, melyik az egyszerűbb. 
Ez a fovabbi péliák megoldása során hasznunkra lehet. 

A könyv írása közben nagyon sok segítséget kaptam a lektortól, 
seharniizáky Fiktortól Ezúton is köszönöm közreműködését, 
ami nagyban hozzájárult a könyv színvonalának emeléséhez. 

Az Olvasónak sok sikert kivánok a példák megoldásához. Ha 
sikerül elérnem, hogy meglássák a differenciálszámítás érde- 
kességét és hasznosságát, akkor nem dolgoztam hiába. 

Budapest, I967. szeptember 


Háarczy Barnabás 


I. FÜGGVYÉNYTANI ALAPFOGALMAK 


1. A fürrvény megadási módjai 


A differenciálszámítás egyik legfontosabb alkalmazási terü- 
lete a függvények vizsgálata. Ezért fontos a függvénytan alap- 
fogalmainak rövid átismétlése. 

E könyvben egyváltozós, valós függvényekkel foglalkozunk; 
tehát mind az egyetlen függetlén változó, mind pedig a függ- 
vényérték csak valós szám lehet. 

A függvénykapcsolat definíciója: Az y mennyiség — a függő 
változó — az x mennyiség — a független változó — függvénye, 
ha x bármely szobajövő értékéhez y-nak egy vagy több meg- 
határozott értéke tartozik. Valamely függvény értelmezési tar- 
románya azon értékek összessége, amelyeket x felvehet. Az ér- 
telmezési tartomány lehet pl. a valós számok összessége, . egy 
vagy több számintervallum, az összes egész szám stb. Áz y 
értékek összességét, halmazát értékkészletnek nevezzük. 

A függvénykapcsolatot legtöbbször értéktáblázattal, gra- 
fikonnal vagy formulával adjuk meg. Egy más megadási mód 
az utasítás: jelentse pl. FPíx) az x-nél kisebb prímszámok 
számát, amit csak összeszámolással tudunk meghatározni. 
PL. P(20,5)—8, mert a 20,5-nél kisebb prímszámok a követ- 
kezők; 2, 3, 5, 7, II, 13, 17, 19. 

E könyvben általában formulával megadott függvényekkel 
foglalkozunk, és bevezetésként ezek főbb típusait tárgyaljuk. 

Formulával adott függvény értelmezési tartománya azon 
valós számok halmaza, amelyekre a formulában kijelölt műve- 
letek értelmezve vannak. Pl. y—ig x függvény esetében a kap- 
csolat csak x-:-0-ra van értelmezve. 

A formulával adott függvény alakja lehet explicit; ilyenkor 
y mint x függvénye adott, vagyis az egyenlőségjel egyik oldalán 
y áll, míg a másik oldalon csak x-et tartalmazó kifejezés van. 
lelölése: y—ffx). A függvénykapcsolat akkor implicii alakú, 
ha abból y-t nem fejeztük ki. Általános alakja: F(x, yi. 


Pl. explicit p — 3 Krf—sx; implicit xt-Hyt — r?. Mindkét alak 
ugyanazt a kapcsolatot írja le, az origó középpontú és F Su- 
garú kört határozza meg. 

Megemlítjük még az ún. paraméteres alakot is. Ilyenkor 
x és y összetartozó értéket valamilyen harmadik mennyiség 
(paraméter) segítségével adottak. Jelölése: xzxíth yzsylí 
Az ugyanazon ?! érték által meghatározott x és v értékek tar- 
toznak össze. Ilyen típusú függvénymegadást alkalmaznak 
pl. sík-, ill. térbeli mozgások leírására a fizikában, ilyenkor a 
t paraméter az időt jelenti. 


2. Függvények speciális tulajdonságai 


Valamely függvény vizsgálatát és ábrázolását nagyon meg- 
könnyítheti, ha ismerjük néhány jellemző tulajdonságát. ilyen 
szempontból a következő tulajdonságokat említjük meg : 

a) Páros függvények, Valamely y- f(x) függvény akkor 
páros, ha értelmezési tartománya bármely x értékére igaz, 
hogy f(x)—F(— x). Ez az egyenlőség geometriailag azt jelenti, 
hogy a függvény görbéje szimmetrikus az Y-tengelyre (1. ábra. 
Ilyen függvény pl. yzxf, y—-c0s x. 





1. abra 


b) Páratlan függvények. Valamely y- f(x) függvény akkor 
páratlan, ha értelmezési tartománya bármely x értékére igaz, 
hogy f(x) — —f(—x). Ez az egyenlőség geometriaiag azt 
jelenti, hogy a függvény görbéje szirimetrikus az ongóra 
(2. ábra). Ilyen függvény pl. y—, yz:sin x. 
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Z. abra 


£) Periodikus függvények. Valamely y—/(x) függvény akkor 
pértodikus, ha megadható egy olyan a 5-0 szám, hogy az értel- 
mezési tartomány bármely x értékére és bármely egész £ 
kre igaz az ftx)— f(x4ka) egyenlőség. Ez geometriai- 
éa azt jelenti, hogy a függvény olyan görbe vagy egyenes- 
larabokkal ábrázolható, amelyek , a" szakaszonként ismét- 
lődnek (3. ábra). Az ,a" szakaszt a függvény periódusának 
nevezzük. Ilyen függvények pl. a szögfüggvények. 


K 
J 





3. ábra 


d) Korlátos függvények. Valamely v--fíx) függyé h 
korlátos, ha megadható egy olyan M szám, "hogy bármely 
x értékre Fog z mM. Az y— f(x) függvény felülről korlátos, ha 
megadható egy olyan Af szám, hogy bármely x értékre f(x) ez M 
Ha egy függvény alulról is és felülről is korlátos, akkor kor. 
latosnak mondjuk. Ekkor megadható egy olyan M 7-0 szám 
kogY 2 következő pegyentőtlenség Igaz: [f(x] M. Alulról 
vény pi jén Mi elülről korlátos v — —x? Korlátos függ- 


li 


e) Monoton függvények. Legyen az (a, b) számköz két tet- 
szőleges helye x, és x,, továbbá xy -—x2. Az y—f (x) függvényt 
(a, b)-ben monoton növekedőnek nevezzük, ha bármilyen x-re 
és x-re f(x) Ef; szigorúan monoton növekedőnek, ha 
f(x) z f(x); monoton csökkenőnek, ha fix) Ef(x.); szigorúan 
monoton csökkenőnek, ha f(x)r-f(x.). Ha a függvény teljes 
értelmezési tartományában monoton növekedő stb., akkor az 
intervallum megadása nélkül monoton növekedőnek stb. ne- 
vezzük. Szigorúan monoton növekedő pl. y— 29; szigorúan 
monoton csökkenő pl. y — —x3. A 4. ábrán látható függvény 


Y 


X 
vi c 4. ábra 


az (a, b) számközben szigorúan monoton növekedő, az (a, c) 
számközben monoton növekedő, a (b, d) számközben monoton 
csökkenő, a (c, d) számközben szigorúan monoton csökkenő. 

Az (a, b) intervallum lehet a függvény teljes értelmezést tar- 
tománya vagy annak egy része. 


3. Inverz függyénykapcsolat és inverz függvény 


Az y —f(x) függvény kapcsolatot állapít meg az értelmezési 
tartomány x értékei és az értékkészlet y értékei között, vagyis 
megadja, hogy adott x értékhez melyik — egy vagy több 
— y érték tartozik. A hozzárendelés azonban meg is fordít- 
ható, vagyis kérdezhetjük, hogy adott y értékhez mely — egy 
vagy több — x érték tartozik; ilyenkor az y— f(x) függvény 
inverz függvénykapcsolatáról beszélünk, szokásos jelölése: 
x — f-i(y) — e(y). Az inverz kapcsolatot kifejező függvény 
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független változója az eredeti fü iggő változói 
et! : ggvény függő változója, értel- 
mezés ad ., Ld . , 
osi tartománya az eredeti függvény értékkészlete és for- 
Az eddigieket példán foglaljuk össze: legyen y— x? az eredeti 
78 ún. direkt — függvénykapcsolat; ekkor x — 1 Vy az inverz 
Hrsz ÁnzGE Ét Ha az összetartozó számpárokat az X.Y 
oordinátarendszerben ; ábrázoljuk, ekkor mindkét esetben 
ugyanazt a görbét kapjuk (5. ábra). Ha x—3 vagy x — —3 
akkor y—9; fordítva ha y—9, akkor x — 4-3. j 





Ha az inverz kapcsolatban a változó j 

la a kapcsi tozókat felcseréljük Áá 
mbe független változót szokás szerint újra x-szel, 6 új föggő 
változót pedig y-nal jelöljük, akkor az így kapott függvényt 


SdSGÁET s függvény inverz függvényének nevezzük. A változók 
serélése a koordinátatengelyek felcserélését jelenti, s ekkor 


az eredeti és az inverz fü örbéj 
; ggvény görbéje az y— 3; je 
egyenesre szimmetrikus. ] y—x szögfelező 


Például az y—x? függvény inverz függvényét megkapjuk, 


ha az x — tYy inverz ka Fevzán gk 
sp pcsolatban a változók jelölését fel- 
cseréljük: y — -£ Kx (6. ábra). jelölését fel 
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1 T 


k [8 


- j 
23 6. ábra 


ő ; ; 
ZTE -TAKT 7 93 PET 65 
: 


szökben úgy határoztuk meg az inverz függvényt, 
hogy az eredeti függvényből kifejeztük az x-et, majd, kelserét 
tük a változókat. Fordítva is elrárhatunk: előbb cseréljü jéé 
a változókat és azután fejezzük ki y-t. AZ előző példa eke 
úgy is megoldható, hogy y— x?-ben a változókat felcseréljük : 
x-yt, amiből y— -t [/x. i 
Az inverz kapcsolat fogalma azért fontos, mert előtardulhat 
hogy segítségével az összetartozó számpárok korona ké rt 
rozhatók meg, mint az eredeti függvénykancsolattal. gy 
alkalmazásait a differenciálszámításban látjuk majd. 


4. Összetett függvények 


Összetett függvénynek nevezzük az olyan függvényt, anettál 
nek független változója égy másik függvény függvény r A ke: 
Az összetett függvényt közvetett függvénynek 15 szokás neve va 

ÁAz y—sin x? függvény összetett, mert x megadása után / Á 
ször x: értékét kell meghatároznunk, És csak ezután lehe űz 
kapott szög szinuszát kiszámítani. Az összetett függvényt A) 
változó bevezetésével (az új változóra nézve) nem üssze 
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függvénnyé tudjuk átalakítani. Most ezt az u4—x? helyettesi- 
téssel érjük el, UPYyanis 


Yy—sm xi; u—x 
helyettesítéssel 
y7-sm u, 


ÉZ ú4-ra nézve már nem összetett lüggvény. Ezt a következő- 
képpen jelölhetjük : 


y—-ffnutx)i. 
Többszörösen összetett f üggvényekkel is találkozhatunk. 
Tekintsük pl. az y—sin? 3x függvényt. 
Határozzuk meg a fü ggvényértéket valamely xa helyent 
Először kiszámítjuk 3xg értékét, ezután meghatározzuk 
sin 3x, értékét; majd ezt négyzetre emeljük. Mint az eljárásból 
is látható, a 3x az x-nek f üggvénye, de a sin 3x-nek a független 


változója. A sin 3x pedig a sin? 3x független változója. 
Az előbbieket a következő módon írhatjuk: 


vesintdx; üussindx: p-3y 
y-t, ahol 4-—-sinr és p—3r 


Az yv tehát u-nak , közvetlen" függvénye; v-nek már (..két- 
szeresen ) összetett függvénye, mig x-nek , háromszorosan" 
összetett függvénye, Ezt a következőképpen jelölhetjük : 


y-ffulr6o) 


Gyakorló feladatok 

1. y—sint3x. Határozzuk meg az as 
értéket! 

Az uzsin3x és zsir helyettesítést alkalmazva: 


7 PF 
ag hoz lartozó függyény- 


it EN 1 [- z 1 
— — 4 — 50 —— —; z j— I —— 
I8 6 6 27" b] 7 
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2. y-Vaxtt5. Határozzuk meg a függvény helyettesítési értékét az 
x-z helyen! 


yes Yu, ahol us x3-5; nirgzusdtr5— 9; 
yi) Vu —V9— 3. 





3 vegy e. Határozzuk meg a függvény Xes5 helyen veti 
7 x—4 
függvényértékét! 
23-15 
yz-igu, ahol uúu—Yw és v- za? 


23.5-15 ; 
v(x z 4 —-— Tgza n 115—157 100; 





urn —u—YI00— JÓ; y(ú)— ig 10 - 1. 
Tehát vx.j— I. 
4. y-z sincs saj (Az adott függvény NÉGYSZÉTCSET összetett.) Hatá- 
rözzük Meg az Xg helyhez tartozó függvényértéket! 


yzig u; w— Sin u; úszt0s zi z—3)xi 


mon 
zzz eg 


F 1 
D(Z4— ba COST 


sz 5iFI -— . 
HÚ) — tg 2 


A sin z —. mint tudjuk -—- azt jelenti, hogy a 0,5 radián nagyságú SZÖR 
2 


szinuszát kell meghatároznunk. Mivel I radián sz57,3", ezért 0,5 radián :: 
sz 2865. 


Has sin — sz §irn 2865" - 04795. 


y (ta) — ig 0,4795 sz 06808 — 1 — — 03192. 
Tehát yíxa — —0,3192. 
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5. Elemi függvények 


A függvényeket feloszthatjuk algebrai és transzcendens függ- 
vényekre. Az algebrai függvények közé tartoznak a racionális 
egész, racionális törtfüggvények, valamint az algebrai irra- 
cionális függvények. A nem algebrai függvényeket transz- 
cendens függvényéknek nevezzük. 

A következőkben néhány fontos elemi algebrai, ill. transz- 
cendens függvényt adunk meg. 


a) Racionális egész függvények. A racionális egész függvény 
explicit alakjában a független változó csak összeadásban, ki- 
vonásban, egész kitevőjű hatványozásban szerepel. Általános 
alakja : 

y—- ata -ixtt-... tag. 


das -s da tetszőleges valós számok. Ha a, 70, akkor a függ- 
vényt 7-edfokú egész függvénynek (jobb oldalát "r-edfokú 
poltnomnak) nevézzük. 

Néhány racionális egész fúggvény : 

Elsőfokú függvény (lineáris függvény): y — ax hb. Itt az0 
és 5 valós számok. A függvény képe egyenes (7. ábra). (Ha 
a—0 — amikoris nulladfokú a függvény —, akkor az egyenes 


Y 


x 7. ábra 





az 4X-tengellyel párhuzamos, és az YF-tengelyt 5 ordinátájú 
pontjában metszi.) Ha 5b—0, akkor az egyenes az origón megy 
át; ez a kapcsolat fejezi ki az egyenes arányosságot, 


2 EnHőerépkiálsrárnitás 1 


; GYTNNNNNNTT TARNRRNNNNNI send 
Másodfokú függvény: Y— gé tbxte (a7- 0). A másod ; 
fokú függvény képe parabola. Ha a:-0 (8. ábra), akkor szárai 
felfelé irányulnak; ha a--0 (9. ábra), akkor lefele. Mindkét 
esetben a parabola szimmetrikus égy, az Y-tengellyel párhuza- 
mos szimmetriatengelyre. 


B. ábra 
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A magasabbtokú racionális egész függvényekkel csak a 
feladatok megoldása során foglalkozunk. 


b) Racionális törtfüggvények. Azokat a függvényeket, ame- 
lyek explicit alakjában az előbbieken kívül a független változó 
osztóként is szerepel, racionális törtfüggvényeknek nevezzük. 

A racionális törtfüggvények mindig felírhatók két racionális 
egész függvény hányadosaként, így általános alakjuk; 


EL 99 szeb ad " SEÉT szimat LNN ÉT AA 
beat ba 1771 he 


10. ábra 


II. ábra 





F bei 
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Általában feltételezzük, hogy ebben az alakban már egyszerű- 
síteni nem lehet. A legegyszerűbb racionális törtfüggvény: 


d 


VE 


Á függvény képe hiperbola, amelynek tengelyei a kocrdíinata- 
rendszer szögfelezői. (L. a 10. ábrát az-—0, 11. a 11. ábrat 
a -zű esetén.) Ez a függvénykapcsolat fejez: ki a fordítatt ará- 
myosságaot. 

Speciális racionális törtfüggyény: 
axib 
cxtd 

A lineáris törtfüggvény két elsőfokú függvény hányadosa. 

Más törtfüggvények vizsgálatával csak a gyakorló feladatok 
során foglalkozunk. 





Lineáris törtfüggvény: y zz (d 7 ü; c 7 0). 


c) Algebrai irracionális függeények. Azokat a függvényeket, 
amelyek explicit egyszerűsített alakjában a független változó 
az előzőkön kívül gyökvonásban is előfordul, irracionális 
függvénynek nevezzük. 

Néhány irracionális függvény : 

y- tVaxttb (a 70). 


A függvény képe az .X-tengelyre szrmmetrikus parabola. 
(L. a 12. ábrát a --Ü, ill. a 13. ábrát a—0 esetén.) 


v — rt Vaxthbxi-e (a 70). 


r 






geryax-b 
(as) 


12. ábra 





13. abra 


A függvény görbéjét ,a" előjele, valamint a gyökjel alatti 
kifejezésből felírható 


détbxtce 0 


másodfokú egyenlet diszkriminánsának előjele dönti el. Ha 
azcW és D —-— f—4ac — 0, akkor a görbe ellipszis (14. ábra). 


F 


p-t Ghee" 
(a-8; 050) 





14, ábra 


Ha a7-0 és D:-0, akkor olyan hiperbola, amelynek valós 
tengelye az A-tengely (15. ábra;. Ha a:-0 és D-0, akkor a 
hiperbola valós tengelye párhuzamos az Y-tengellyel (16. ábra), 


kj 10 
Áz y — Vax:34bxtc;, yzFx stb. függvények is irracio- 
nálisak, de ezekkel most nem foglalkozunk. 
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getyaxtebxrC 
(az 920) 





15. ábra 


yezvaxtbxre 
(a:0 50) 


0. /h ? 


16. ábra 


d) Transzcendens függvények. Most csak a legegyszerűbb 
transzcendens függvényeket ismertetjük. — 

Exponenciális függvény. Általános alakja: y— ag, ahol a--0 
és 471. ; ; MN i 

A függvény görbéje a 17. ábrán látható mind a-:1l, mind 
az-] esetre. 
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17. ábra 


Áz exponenciális függvények közül kitüntetett szerepe van 
az y—et függvénynek, mert minden olyan jelenség leírására 
használható, amelynek során valamely mennyiség megválto- 
zása mindenkor arányos a mennyiség pillanatnyi értékével, 
Pl. a baktériumok számának növekedése arányos a baktériu- 
mok számával (feltételezve, hogy a szaporodást semmi sem 
gátolja); a radioaktív anyagokból elbomló atomok száma 





y-dfa:1) 


Í8. ábra 
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arányos a bomlásra képes atomok számával stb. Itt e az 
Euler-fele szám, értéke négy tizedesilegy pontossággal: 2,7182. 

Logaritmusfügevény. A logaritmusfüggvény az exponenciális 
függvény inverz függvénye; v— a" inverz kapcsolata x — log, y, 
ébből a változók felcserélésével kapjuk az , a" alapú logarit- 
musfüggvényt: py-:löog, x. 

Az v—e" függvény inverz függvénye az előbbiek alapján 
y7-log,x, amit így írunk: y-—lin x. 

Az exponenciális és a megfelelő logaritmusfüggvény képe 
(az-1 esetben) a 18. ábrán látható. 

Triganomerrikus függvények. A trigonometrikus függvények- 
ben a független változó valamely szögfüggvénye szerepel. 
A szöefüggvények py—sin x (19. ábral; vscos x (20. ábra); 
vy-tgx (21. ábra); y—ctig x (22. ábra). 

A szögfüggvények  periodikusak, mert mindegyikre ipaz, 
hogy yíx) — víx-tk-27) A tangensre és kotangensre már 
ylx) — ytxtkz) 15 fennall. 

A szögfüggvények független változója a radiánban mért 
SZÖR. 





19. ábra 





70. ábra 
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7 ige 


21. ábra 

ITrigonometrikus függvények felhasználhatók egyszerűbb 

mechanikai és elektromos rezgések leírására. Például a csilla- 

píitatlan rezgömozgást végző rugó : időpontbeli kitérését meg- 

adó függvény yz Asin et alakú. A váltakozó áramot, mint 
az idő függvényét, i— Iosin ei alakú függvény írja le. 


Y 


V-cígx 


22. ábra 
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Arkusz függvények. Az árkusz függvények a trigonometrikus 
függvények inverz függvényei Erdemes megjegyezni, hogy a 
szinusz- és koöszinüszfüggvények folytonosak, de nem szigorúan 
monoton függvények, a tangens és kotangens viszont szigo- 
rúan monoton függvények, de nem folytonosak; mindnyájuk 
inverz függvénye többértékű. Az yzsinx függvény inverz 
kapcsolata x—arcsin v; a változókat felcserélve, az y—sin x 
invérz függvénye v—arc sin x (23. ábra). 






UTÁTCSH A 


W"rarc iny 





233. ábra 


A. szinuszfüggvény főértéke egy périódusának inverz függ- 
vénye, amely már szigorúan monoton (I. a 23. ábrán vastag 
vonallal jelölvej A főérték jele: y— Arc sin x. 
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Tehát pl. Arcsin0,5 azt a —2 És 4 7 közé eső szöget 


jelenti (radiánban), amelynek szinusza (5, ez pedig a z radián. 


Hasonló módon kapjuk a többi trigonometrikus függvény 
inverz függvényét (csak a főértéket írvajli y—Árccosx 
(24. ábraj; y—Arctg x (25. ábra); vy— Arc ctg x (26. ábra). 


25. ábra 





zó. ábra 


Z1 


Hiperbolikus függvények. A hiperbolikus függvények : 











X..e77 ete" ; 
y—shxz EZ CT. ábra); y— ehx (28. ábra); 
ere , ete" ; 
- — : ysz — — (30. ábra). 
y-thxr— sr ábra); ysethx gs (3 J 


27. ábra 





28. ábra 





z8 


Há 

4 
3 
z 





23. abra 30. ábra 


Az egyes jelölések olvasása: , szinusz hiperbolikusz x" stb. 

A chx függvény görbéje az ún. , láncgörbe". Elnevezését 
azért kapta, mert ilyen alakot vesz fel a két végén felfüggesz- 
tett lánc vagy kötél. 

Areafüggvények. Az arcafüggyények a hiperbolikus függ- 
vények inverzei Az vy—shx inverz kapcsolata xsarsh y; 
az inverz függvény y—arshx. Ugyanígy adódik vzar ch a: 
yzarthx; y—arcth x. 


31. ábra 
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31. ábra 


33. ábra 








Az areafüggvények alábbi logaritmikus alakjait a gyakorló 
te átok során határozzuk meg; ysar sh x — Inlx-4HFVx?-Hi] 
(G1. ábraj; y — archx — híxtVx3—1) (32. ábra); 





1 1-4-x xtrl 
y-arthx—— nye T öi x 63. ábra); y — ar cth x — —— In I 
(34. ábra). 
kH 


Gyakorló feladatok 


1. y— 646£—3x31-2. Határozzuk meg a függvény értelmezési tarto- 
mányát (Ét.) és értékkészletét (Ék.)! 

Ét. — ea az x st-ébea, hiszen x nyilvánvalóan tetszőleges valós szám 
lehet. Mivel x?! eryütthatója pozitív, ezért elég nagy abszolút értékű .x 
esetén y tetszökegesen nagy pozitiv érteket felvehet (vagyis a patabola 
szárai felfelé mutatnak); az értékkészlet legkisebb értékét úgy határozzuk 
meg, hogy a parabola csúcsának y köóördinátáját kiszáritjuk. Ehhez az 
adott másodlokú fürgvényt reljes mépyzetté alakítjuk át: 


1 
y -— áxt— 3x--2 — 6[e — a] 


él x4 tré s[ a Rt 6( e] 7 
tini ——x- — —— — — — sz G1x— — — , 
i 27 ig IG Tt 4 16 4 8 


1 
A függvényérték akkor a kgkrebb, ha x— Fú rmnért ekkor az első tag 
Ü, bármely más x értéket helyettesítve pedig poztiív, Tehát a csucs koor- 
l 5 
dinátár: x——; ys1—. 
ag 
5 
Ék.: l gyet 


2. y s —30346x—4. Határozzuk meg a függvény értelmezési tarto- 
mányát és értékkészletéi! 


Ét: — eaz gaz bem, 
Az értékkészletet az előbbi módon határozzuk met: 
y — 3101 — 25) —4——3(4—2xi1)—4- 35 —3í(x— IPI. 
A függvény ichát egy olyan parabola, amelynek tengelye párhuzamos az 
r-tenpellyel és szárai lefelé mulatnak. A függvénynek ött van maximuma, 


ahol az első tag nulla; minden énnél kiscbb függvényértéket felvesz. 
Á csúcspont koödrdinátás: x—ai:; y——l. 


Ék.: — sar y 5-1. 





3. Határozzuk meg az y — függvény értelmezési tartormányát és 
értékkészletét! x 

A függvény képe hiperbola. Minden olyan x értékre értelmezett, amelyre 
a nevező nem nulla, tehát a 4 kivételével minden valós értéket felvéhet; 
Ichát 


Ét.: cs4, vagy más módon felírva — a cz x-z d, és 4 -—- x-z Tee 
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Az értékkészletbe minden pozitív És népatív szám beletartozik; ui. 
v helyébe bármelyiket helyettesítve, a kapotl egyenletből x hozzátartozó 
értéke meghatározható. Viszont seminilyen véges x értékre sem lehet 
y értéke nulla, hiszén a jóbb oldalon ekkor egy niudlától különböző szármlá- 
lójú és véges nevezőjü tört áll, Tehát 


Ék.: y-ű. 


4. Határozzuk meg az y— ———-— 
mányát! x44x—2 


A függvény értelmezési tartornányához mindazok az x értékek tarto: 
nax, amelyekre a nevező nem nulla. A nevéző nullahelyeit megkapjuk, ha 
az 2-34x—21 — 0 egyenlet gyökeit meghatározzuk. 


—4 EVTGTBE — —44I0 


függvény értelmezési tarto 


Ka zs — 
1138 2 s. 


XP—3; X——17. 
Tehát az értelmezési tartomány 
Ét. xé3; xsé—7. 


5. y— tyxt5. Határozzuk még az érizlmezési tartományt és az 
értékkészletet! 


A függvény irracionális és kétértékű, Azon x értékekre van értelmezve, 
amelyekre az xt5 5 ű, cbből x 5 —§5, 


Ét: 5 Ex -edte, 


Az értékkészlet könnyen meghatározható, mert x-- s esétén lyi— s, 
és a két ugyanázön x értékhez tartozó y érték mindig azönös narysári 
és ellenkező előjelű. 


ÉK. : — an az vsz tes, 


6. yztY(x—6l(rt 5). Ét. —? Ék. —? A függvény ismét irracionális, 
a gyükjel alatt két elsőfokú függvény szorzata van. Az értelmezési tarto- 
mány azon x értékekből áll, amelyekre a szorzat mindkét tényezője egyenlő 
előjelű, ill. legalább az egyik tényező nulla, mert ilyenkor áll a gyökjel 
alatt nernnégativ szár! 

Az értelmezési tartományt grafikusan határozzuk mer. 


Megoldás: 
Ábrázoljuk az y — x—6 és y — x1 5 függvényeket, majd megállapít- 


juk az X-téngelyen azokat a szárnközöket, amelyekre az előbbiekben meg- 
állapított feltétel teljesül (35. ábra). Mint az ábrából látható: 


Ét: —e zxz—5 és SSx-zdte, 
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35. ábra 


A gyökjel alatti műveletet elvégezve, y — tFxt—x1- 30 adódik, A gyük- 
jel alatti kifejezés mindén nemneézatív értéket felvehet (a necativ értéknek 
megfelelő x értékek nem tartoznak az értelmezési tartományba), tehát az 
értékkészlet — a gyök - előjelét figyelembe véve — az összes valós szám. 


ÉK.: — esz yzben, 
IH. Megoldás: Ábrázoljuk az összeszorzással kapott y— xt—xdiát 


másodiokú függvényt (36. ábraj. Ez nemnegatív, ha x s—5, és xet. 
Az értékkészlét most ís az előbbi méggondolássat adódik. 


36. ábra 
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z Kx—373-F3—x. Ét. —? Ék. —? A feladatot úgy oldjuk meg, 


hogy mégbhatározzuk Fr 3, til. K3—x értelmezési tartományát; a kettő 
közös része lész a függvény értelmezési tartománya. 


y7-Yx—3. Ét: 3Exd4e, 
VX: F3—x. Étt—m--rs3 


Mé két értelmezési tartománynak csak egy közös pontja van, így 
: x— 3, és behelyettesítve ezt az értéket, Ék,: ysÜ. 


$. y- lg(3-HZr). Ét. —? Ék. —? A logaritmus csak pozitiv számokra 
van értelmezve, így csak a 34-2x — 0 értékekre értelmezett a függvény; 


3 
3--2x— 0; az egyenlőtlenség átrendezésével közli Té 
Ét. : ma exrete. 


Mivel az argumentum az értelmezési tartornány x értékeire minden pozitiv 
számot felvesz, eközben a logaritmus értéke minden valós számot felvesz. 
Tehát 


Ék.: — e az ya, 


9. yssinx. Ét. —? Ék. —? A függvény periodikus. FPeriódusa: 2x, 
ÁÁ" 37. ábráról leolvashatóan 


Ét: — az g-z-en, Ék:-—I sysil. 





37. ábra 


10. yz1lgsin x. Ét. —? Ék. —? A függvény periodikus, mivel a sin x 
függvény ís az, de csak azokra az x értékekre van értelmezve, amelyekre 
sin x:ü. Tehát 


Ét.: köm-cx-(2k--tjx (kk egész szám). 


34 


Mivel sin xr ézékben a tartományokbtan minden nullánál nagyobb, de 
egynél nemn nagyobb értéket felvesz, és a 0 és 1 közötti számok logarit- 
musal —: és 0 között változnak. valamini im 1-0, tehát 

Ék.: — va sz Hi ú, 
i 


Fecasx i 


az), dé csak azon cc értékekre van értelmezve, aimziyekre cos x 0. 





11. y— ÉEt.—? Ék.—? A függvény perjodikus ímert a cos .x 


Há iT 
Et: — a 2km ex-r— Ike. 
já 2 


Mivei cos x ezekben a tártományokban 1-ig mindén pozítív számot 
felvész, és a gyök ekkor szintén ilyen értékü, tehát a gyöknek csupán a 
nozitív előjeltét ngyelernbe véve 


Ék.: I S8 y-t ez, 


12. ys F2—xiln e. Határozzuk mét a fúegvény értelmezési tartio- 
mányát! 

Legyen Fr — Y2 — x És Fr— in ke ezen függvények értelmezési tartormá- 
nyának közös része lesz az eredeli függvény értelmezési tartománya. 


Ét: cz2; Eta: Ú-x 


A közös rész az X-tengelyén (vagyis az eredett függvény értelmezési 
tartormmányak: 
Ét: 0—x5s2 


43. y— Arc sin (2— x). Határozzuk meg a függvény értelmezési tarto- 
mányát és értékkészletét! [A függvény főérték (38. ábraj! 





sg7 Are stb ; 
38. ábra 


j zt 
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A feladatot inverz alakba írással könnyen megoldhatjuk. 
2—x— simy; xs 2—siny. 


Most y-t tekiotjük függetien változónak és meghatározzuk x maximális 
és minimális értékét, A síiny-41 és —1 között változhat, Így Xnaz — 
— 2--i — 3 (ha siny ——1), és xuin 5 2—17 1 (ha sin y— 1), vagyis a 
függvény értelmezési tartománya 


Ét.: ISxs3 


Az értékkészlet pl. az ábráról leolvasva: 
. AT 
Ek.: —szys 


Más esetben is előfordulhat, hogy az előbb vázolt módon 
— az inverz értékkészletének meghatározdsa útján — 
állapíthatjuk meg az eredeti függvény értelmezési tartomá- 
nyát. Egyes esetekben — az analitikus geometria ismeretében 
— grafikusan ís meghatározhatjuk a függvény értelmezési 
tartományát. 


14. xtryi— 25. Ét. —? ÉR. —? A függvény összetartozó pontjai 
égy origó középpontú és 5 egység sugarú körön helyezkednek el. A kör 
X-tengelyre bocsátott vetülete a függvény értelmezési tartományát adja 
meg, az Y-tengelyre bocsátott vetület pedig az értékkészletet (33. ábrak 


Ét:—S5Szxs5; Ék.—-5Ezyső5. 
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15. S433x1—]5. Ét.—? Ék -? 


Álrendezve az eredeti függvényt: 


tölt TEA 
is tag at y 


A függyvénykapcsolat égy olyan (origó középpontú) ellipszist határoz 
meg, amelynek tengelyei a koordinátatengelyekkel egybeesnek; ennék 


az ellinszisnek a kis- és nagytengelye adia az értelmezési tartományt 
ill, értékkészletet. i 





Mivel az ellipszis egyenlétének általános alakja ka aj zzz], ahol a a 
T.i 
nagytengely fele, és b a kistengely fele (40. ábra), kapjuk: 


us FS: b -: V3, 
ezért 


Ét: —-FKőzaxzVs. Ék:-V3syzri. 
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I. Megoldás: 


A függvénykapcsolat hiperbolát határoz meg (4l. ábra), amelynek 
tengelyei a koordinátatengelyéekkei egybeesnek és valós tencelye TŰ egység. 
képzetes tengelye £ egység. Mivel 


az5; bhbz-4, ezért 
Ét. —e-cxzz—5, és Szx-edoss, vagyis 
Ét.: irl 5. 


Ék.: — em pre, 


41. ábra 





I. Merpoldás: 


Á feladatot úgy ís. megoldjuk, hogy a függvényt explicit alakra hozzuk, 
majd meghatározzuk értelmezési tartornányát és értékkészletét. 


xt-25 4 
y ; y-t Ve 25. 





16 25 
A felírt irraciónális fürevény értelmezési tartománya 
Ét. : Ixl55, 


mivel ez esetben áll a gyökiei alatt nemnegatív érték. Mivel a gyök ITIIE- 
den valós értéket felvehet (a 3- előjelek figyelembevételévelh, tehát 


Ék.: — en az pete. 
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ki 
17. Határozzuk meg az y—$Yx függvény inverz függvényét! 
Írjuk fel az eredeti függvényt inverz kapcsolatban, azaz fejezzük ki 
1r-et y-nal: 
k.] 
y x; XX 128 


3 
Most felcseréljük a változókat, és így megkapjuk y—5Éx inverz függ- 
vérnyeét : 


11257 





Í 
18. Határozzuk imeg az y — : függvény inverz függvényét! 
E — 
Most —- a változatosság kedvéért — előbb cseréljük fel a változókat 
(gy megkapjuk az adott függvény inverz függvényét implicit alakban), 


I ii 
majd utána hozzuk explicit alakra. Az y — PONI fücgvény inverz függ- 
I. jillleei 





VÉNYE: X sz ri ézt átalakítva: 


d önti 


I 1 
Y—5——, vagyis y———t5. 
Xx x 


19. Határozzuk meg az y—sh x függvény inverz függvényét! 


x — xx 


e"-g 
y5-5hxt— NI az eredeti függvény. Ha ebben a változókat lelcse- 


rélyuk, akkor megkapjuk az y—sh x függvény inverz függvényének implicit 
alakját; ez tehát 


eF—cg Y 
2 
Ezt kell explkit alakra hoznunk: 


X zzz 


2x—e"—e "hegy; 
2xe"— erot; 
e€7—3xeYt 0 


cz inásodfokú függvény e7-ban. Tehát megoldása 





Pt eln nll JÓ 9 adtal: S 
ÉKEKEKTTEEF£k —xtFx?4i; 


eh— xx Fethti; ef—x—Yxtiti. 
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Az így kapott exponenciális egyenletekből kell y-t kifejeznünk :. 
ss in (xtFxt-r1), il. y,5-In(xr—Yx3-r1). 
. Az y, semmilyen x-re sincs értelmezve, hiszen Fax"--i -— x minden 
xere, és ezért az hm után álló kilejezés (argurnentumj szintén minden x-re 


negativ, így logaritrnusa nincs értelmezve. 
A feladat egyetlen megoldása tehát: 


y elni Va I); 


yzarshx— InÍlxa Fx3a 1). 
MW. Határozzuk meg az arch x függvényt a ch .x függvényből! 


ere" . KENNNNNNT . 
yzszchx—- —g ebből az arch x invérz függyény implicit alak ja : 


ete" 
HNK 
Ezt kell explkit alakra hoznunk : 
2xze"ter "le", 
Zxer"zeriIl; 
ey 2xeYrh—0; 


ez e7-ban másodfokú lüggvény, melynek megoldása 


es— xtVat—1l: ett x—Vxt—l. 
Ezekből y-t kifejezve: 


y.z intxrVFs-—i), és y.—lníÍx— Fx— 1). 


Az y. függvény értelmezési tartornánya xzs1], ut, ekkor a gyökzel alatt 
nemnegatív szám áll, és íry xHYG—1—- 1]. Az y, függvény értelmezési 


tartománya x:-1, ui. ekkor x—Fxt—1 — 0. Viszont x— 1 esetben a loga- 
ritmus argumentuma nulla, és erre a logaritmust nem értelmeztük, 
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Igazoljuk még, bogy y — Iní(x—yx?—1) helyett y ——in(x3-Vx?— 1) 
ia irható. Alakítsuk át az y, — Ín(x—Vxt—1) függvényt: 


(—Ve— Die V-D) 


x3Vx—1 


F.5 Ín (x — Vxt—-1) sz In 


11— 4] -—— 
— In ——— — -- Im (x3 VK 1); 
xtYxti 


ichát az inverz lüggvény 


y—-archx—inírtVxs—1)— tin(xtVxz—1) 
alakban is írható. 


Zi. Határozzuk meg a thx függvény inverz függvényét és értelmezési 
lartományát! 


e".e-t 
ezres 
A függvény inverz függvénye implicit alakban: 


y-thx— 





e7—e 9 
kMT FEET (e"-ker"), 
xef?txe 7 —eY— e Y]-er; 
evet xs eri; 


e"(1—x)—1i4-x: 


15-x 4 
ev sz — ,; 2y—in— ; 
—x —k 
1 mikron et 
52 1—xt 7 1—xt 


Vagyis az inverz függvény 


1-x 


yzarthx— ln 
1—x 


tzen függvény értelmezési tartományát a következő egyenlőtkenségből 
kapjuk : 
1t-x 


—— ze Ú, 
1—x 
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A feladatot grafikusan oldjuk meg (42. ábra). Felrajzzoljnk az y — Í-t-x, 
és az ys 1—x egyenest. Mint az ábrából leolvasható, az értelmezési 
tartornány : 


Ét.:—1-x-ci, 


ui. itt mindkét egyénés előjele egyező, ezen a tartományon kívül pedig 
az egyik poziúv, a másik negativ. 


42. ábra 





Áz értelmezési tartomány tehát a —i és 3-1 közé eső szakasz. A —i 
pontra az in jel mögött Ő áll, a 4-1 pontban a tört nevezője 0, tehát ezek 
nem tartoznak az értelmezési tartományhoz. 


22. Határozzuk meg az yzcih.x függvény inverz függvényét! 


e7-re" 
y—Chxs erne a 


Az inverz lügevény implicit alakban: 


t7re 
x-z G———itrteF— ek 


xeY—xe Y—eyter"-er; 
xz7ox—ejral; 


e"(x—iYsx-rtIl; 


gye e. 
"x—Ii 
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Mindkét oldal logaritmusát véve: 





xti1 
2Zy— ln —  , 
x—1 
ehh 
h xri x-HI 
zs — 1 zz Ír 
F nez x-j" 
tehát 
FszarcihxtU in mál 
x-1 


A lúggvény értelmezési tartományát erafikusan határozzuk meg (43. 
ábra). Mint az az ábrából látható, a gyökjei alatti kifejezés akkor pozitív, 


43. ábra 





ha kx]51. Ha x — 1-1, akkor a tört nevezője 0; ha x — —i, akkor a szám- 
láló, ezzel együtt a logaritmus argurnentuma Ü, ezért a Hi pontok rmár 
nem tartoznak az értelmezési tartornányhoz. Vagyis az értelmezési tar- 
tomány az 1-nél nagyobb abszolút értékű számok halmaza. 
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II. A HATÁRÉRTÉK ELMÉLETE 


1. Számsorozat határértéke 


Számsorozat úgy keletkezik, hogy minden természetes szárm- 
hoz — növekvő sorrendben — egy-egy számot rendelünk. 
Az egyes számokat a sorozat tagjainak nevezzük, ÉS di, das ses 
das -.. betükkel jelöljük. Az index azt mutatja, hogy a tagot 
melyik egész számhoz rendeltük; pl. az az 5 számhoz rendelt 
tag. A sorozat minden tagjának megfelel a számegyenes egy 
pontja, így minden számsorozathoz tartozik egy pontsorozat 
a számegyenesen. 

Néhány számsorozat : 


1.3, 3, 7, ..., általánosan a, — 2n— li; 


l 
I,4, 4 1, ..., általánosan az : 


1, 4.9, 16, ..., általánosan a, —ré. 
A sorozatokat megadhatjuk a következő módon: 


a) Általános taggal. Az előbbi sorozatok képzési szabálya 
egy-egy olyan formula, amelyből az sz szám ismeretében a 
sorozat n-edik tagja, a, kiszámítható. 


b) Rekurzióval. Rekurzióval úgy adunk meg égy sorozatot, 
hogy előírjuk, hogyan kell a sorozat bármely tagjat az előzőek 
ismeretében kiszámítani. Például megadhatjuk, hogy 4.—8; 
2 nt őn-i. 

2 : 
8, 12, 10, II, 105, ... . 

c) Utasítással. Utasítással úgy adunk meg egy sorozatot, 

hogy szóban előírjuk a sorozat n-edik tagjának meghatározási 


a.— 12 és 4.1 vagyis a sorozat első néhány tagja 


: , I. 
módját. Pl.: , Legyen a sorozat m-edik tagja az 7 végtelen 


szakaszos tizedestört nm tizedesjegyig számított értéke." Más 
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példa , A sorozat n-edik tagja a V3 irracionális szám m tizedes- 
regyig számított értéke". 

Valamely sorozatot akkor nevezünk szigorúan monafort nöpe- 
kedőnek, ha bármely tagja az előzőnél nagyobb. Jelölés: 
d.417"ra,. Valamely sorozat akkor szigorúan monoton csük- 
kenő, ha bármely tagja az előzőnél kiscbb. Jelölés: a ,z-z a. 

PI.: Í, 2, 3,..., a természetes számok sorozata, szigorúan 
monoton növekedő. Ezzel szemben 1,3,1,.... a természe- 
tes számok reciprokából képezett sorozat, szigorúan monoton 
csökkenő, Ha az egyenlőséget is megengedjük, akkor a sorozat 
moroton növekvő, Ul. monoton csökkenő. Pl.: monoton növe- 
kedő az 1, 2,2,3,3,3,4, 4.4 4, ... sorozat. 

Valamely sorozatot akkor nevezünk korlátosnak, ha van 
olyan M--0 szám, amelyre igaz, hogy a sorozat bármely 
tagjának abszolút értéke kisebb, mint a M szám. Jelölés: 
la [2 M bármely n-re. 

forlódási pontnak nevezzük a számegyenes azon pontját, 
amelynek tetszölegesen kis környezetében a sorozatnak végte- 
len sok tagja van. Egy sorozatnak lehet egy vagy több torlódási 
pontja, esetleg nincs torlódási pontja. Például 


a) V2 tizedestört alakjából képezzük az alábbt sorozatot: 
t4, I AI, 1.414, ... . A sorozatnak csak egy torlódási pontja 


van, mégpedig épvren F2 értéke, 
l 1 
bh) hp 2, 3. 3, 7 a. . A sorozatnak egy torlódási pontja 
van (ez a zérus), de a sorozat nem korlátos. 


ce) 09, —0,99, 0999, —0 9999. ... . A sorozatnak két torló- 
dási pontja van, ezek 4-1 és —1. 


d) t,2,3,4,.... A természetes számokból alkotott sorozat- 
nak nincs a végesben torlódási pontja. 

Valamely sorozat akkor konvergens, ha korlátos és csak 
egyetlen torlódási pontja van, melyet ekkor a sorozat katár- 
értékének nevezünk. Ezt így is megfogalmazbatjuk: Valamely 
sorozat akkor konvergens, mégpedig az A véges határértékhez 
konvergál, ha bármely adott £5-0-hoz (e tetszőlegesen kicsiny 
pozítiv szám lehet) mindig található egy olyan — £-tól függő 
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—- N — Níz) szím, hogy n5- WV esetén [4—a,! — e. Ezt az alábbi 
módon telöljük : 
im a, — A. 

Valamely sorozat divergens, ha több torlódaási pontja van, 
ha nincs torlódási pontja, vagy ha egy torlódást pontja van 
ugyan, de nem korlátos. ilyenek voltak a b], c) és d) alatti 
sorozatok. 

Ha 1—- cs esetben a, -res, akkor azt szokás mondani, hogy 
határértéke -k es. 


Jelölés: lim ez — ee. 
r-ron 


Ha 11 — cs esetben a, — — cs, akkor azt szokás mondam, hogy 
határértéke — ee. 


Jelölés: im a, — — es. 
I-t isa 


Az egyes típusokat a gyakorló feladatok megoldásakor 
tárgyaljuk. 

Először olyan sorozatok határértékét számítjuk majd ki, 
amelyek általános tagja racionális törtkifejezés. Az ilyen típusú 
sorozat határértékét a következő módon határozzuk meg: 
Megállapítjuk a számláló és nevező fokszámát. Osztjuk a 
számlálót és a nevezőt a kisebb fokszámú taggal, így határoz- 
hatjuk meg, hogy a számlálóban, ill. nevezőben mely tagok 
hanyagolhatók el. Eredményül azt kapjuk, hogy ha a számláló 
magasabb fokú, mint a nevező, akkor a sorozat divergens. 
Ha a két fokszám megegyezik, akkor konvergens és határ- 
értéke a legmagasabb fokú tagok együtthatóinak hányadosával 
egyenlő. Ha a nevező fokszáma nagyobb, mint a számlálóé, 
akkor konvergens és határértéke nulla. (Ezeket az állításokat 
a gyakorló feladatok számítása során belátjuk ) 

Számításaink során a következő — sorozatok határértékére 
vonatkozó — tételeket használjuk fel: 


- : F Tr - r Laj FE n 
a) lm -— —0. Ha a sorozat számlálója ájlandó, nevezője 


s —r ener h 
pedig n növelésével végtelenhez tart, akkor a sorozat határ- 


értéke nulla. 
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b! Ha Jim a, — A, és im£ 7-— B, 
vagyis az egyik sorozat az A véges számhoz, a másik sorozat 
pedig a 5 véges számhoz tart, akkor 

hím (2.45 )— 4-HA;  lim a,b, — AB; 
ha 8-0, akkor ezen kívül 
k k 
; d KC k 
hm — — him e) — (9) ; Ím . — vs 


M—r na noB? 4 [27 B 


n 


iyakorió feladatok 
3n—2? 





I. a a: hm a, —? A számláló és nevező egyaráni elsőfokú, 


H-r a 


s 
tchát a sorozat konvergens, Osszuk el a számlálót és nevezőt n-nel! 


. 3un1—2 : 2 2 
lirn — -— — Tim -6) —3, mert Hm ——0 
rt 


Fi —t err H I E ká 








n— esz 
2r" — 4 ki a 
- nm S  —— — TT g III ég, — : 
Mr — an ! kat 
ő P- ki 2-2 
i — li LAN di 
rra i - — 
H-a aa ar — 3 hete 2 kötel 2 i 
[5-5] -z 
ri A 
7— — 
; . d 2 ? 
Lálható, hogy lim — és lim — egyaránt 0, ezért lim ll - . 
MH -r üz rn—-r ca HI F1—r szt 2 5 
e? : sset - A ú 
3. a, 7 ei : úm a,—? A számláló fokszáma eggyet nagyobb, 
Era 


mint a nevezőé! Osszuk végig a számlálót is és a nevezőt is s-nel! 


5 FA 
"SS, TNSOMNTT 
lira sz him 
HA on 37-i A rö 








34— 
f 
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2. . 4 . 
Látható, hogy dm ---—ű és [mm — 5-0, így 


nm -aza TT hasz A 
. KNK 1 7 
lirma az, — Mirm -— — -. 
He ! Hős zlk 
dő n5 


4. Hi, - 





,; Hm a.—? A nevezü fokszáma a nagyobb, kiemel- 
sr — r—- aa 


hető az sZ, amellyel a számlálót és a nevezőt ís végigoszthatjuk : 


he kj 
r" 1 — 4- — § —4-t — 
veder 5 mr j; Ft 
un —  — - um ————— —— - im ——— . 
IT —p ezi Brr — 2H FT — an a 4 Ha ez 2 
1" Ő 9r —  -— 37 —— 
FI Hi 
$ 2 i 
Mivel lm ——d, és lim -——ü ezért 
H—t mi nm He 1 §. 
haj 
ma al 4- — 
. ér .  -dt 
lm ———— sz jár —— s Ú, 
Casi 2 n—- s JR 
att —— 


H 


Most olyan törtekkel főglalkozunk, amelyekíen az si irracionalis kifeje- 
zése fordul elő. 


3 
Vár 4 ja ; j KN ,, 
5. a, -—— ; lim a,—? Kiernétünk a számlálóbói és neyvező- 
na mere 
böl a-éet, majd egyszerítsítünk : 
k. a 
V á 3 4 3 
ny —t—- —t 7 
n nm k NH oh 
Em ——-——-— z lim - -, 


Ú nr] j 1 — 
H H 


4 . 3 2 : 
Mivel Ilim——ü; lim —-— 7-0; tm — — Ű, ezért 


Ft —t arr H H-t u H r1—e an AH 
ak 
1.3 
; n sz 4 
ln ———— — zs ——-( 
H-t éü ] 
1-— 
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Ebben a példában ugyanis a szímláló fokszáma : , A nevezőé ], tehát az 
utóbbit a magasabb. 


h-s , 
ÓÓ. 45 TT lm a,—-—? Kitmelünk a számlálóban és a neye- 
Vs-gmé TT 


röben -et, makt egyszerűsítünk : 


nna 5 (0 Yna5 
er — lirmn  ——— 


HA ik Fi -r ösi 6.) 
ny 1-£ 1-8 
NH A 
, . 4 
Mivel Him -——— 8 ezért 
H-rra JI 
nt5 j 
lira a lim na 5 — sa, 


Ft-t H—r em 
V 1-2 
Ft 


. 3 
Itt ui. a számláló fokszáma 7! a NEVEZŐÉ z 1, és égy a számláló fok- 
uáma a nevezőénél nagyobb, ezért a határérték valóban csak cs lehet. 


5 
FW -HZR k 
1, a.s TT: li a,—? A számláló és nevező fokszáma meg 
J Vsw—en TT 
egyezik. 
a ki 





m-a vet 98-én 


A győkjel alatti kifejezés határértéke: Hm e. 
ett sorozat határértéke: mere 


a a 
. 4184 2n fa 
Jim eger tá 5. 


4 hifferenciálszámítás 


4 r 
77. így az erer 
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Kat A2AY2n 
—— —  —; lirn 


ha az 


P; d a, ?! A számlálóból és nevezőből ki 


133 H-n 
emelünk s-et, majd egyszerűsítünk : 


n 32 ny 
— ÉGE I4F2n . ni F" 
lim ——— ez] 7 — 


Mm ——  — ————  — — — — —— 
e CT 


—r aza 4 
. KP --H— ni ji l I 
n —n kh — CH 
nm 
V 3 a 
eza 
H H 


— lirm F— —-— — 


kj 


J A 377 


A képletben lévő törtek határértékei: 


Í 1 
lín ——űü:; im —-t hm ——0; im —-—0, 
Ha an na e B—e ezé n—rz FI 
és így 
34É s Z 7 
l ety: Ka 
im LE ya, 
W—r nni 4 : —]i 
hl 
H HR 


Ebben a példában ui. a számláló és nevéző egyaránt elsőfokú, a megfelelő 


együtthatók pedig Y3, ij. —1. 


9. a,— Yrt41—ir; Tim a,—? A sorozat r-edik tagját megadó képlet 


R-t ú—ű 


mindkét tagja végtelenhez tart és igy formálsánm a 92—er határozatlan 
értékét kellene kiszárnítanunk, de ezt közvetknül nem tudjuk, mert ez 
egyaránt lehet nulla, véges nemnulla és végtelen, A feladatot úgy oldiuk 
meg, hogy az (a-b) (a—b) — at—fY ismert összefüggés felhasználásával 
a számlálóban a gyökös tagot kiküszöböljük. E célból a kifejezést szo- 


rozzuk és osztjuk fFrati 4h--H)-nel. 
—— (VS 1—n)(V85-17n) 
lirn (Vs3-1—n) — lm — —a-——  —-———  — 
mra 11— tes 131 n 
rh11—mr . l 
z lim ——  — líim ————— —( 
mas Ypérl-en sze Ymái da 
ui, a számláló I, a nevező pedig nr növekedtével végielenhez fart. 
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10. a, —K584rI—a: lim a, 7? 


F—r ae 


Mont a számlálót és a nevezőt (VKős2--1 4 m-nel szorozzuk : 


. —— — FS] — £4.17 
ím (VSE - 1 — sr — Timi (Sh 1— (SEAT En) 
NH —r a NH — ca Form 
et dg-1- e . ár" 3-1 
— lim ——————  — lim ——————-; 
m-re őő giász mare KSaziián 
m-tt kiemelve, majd egyszerűsítve; 
I 1 i 
mfd03-) dr -- — 
. fi : hm 
hi ——————  — lm ——— —— —  — lim 


An 
nm ga 1-s ma 1 m-re VS 
nf54aka [Stt] 


11. a,— Fort 4-2n—1—3n;  dim a,7-—? 


H— 6 


tm (Y9r 4-2 — d — 32) — 


t. Sk ssd 


a úm Öér2n—1— 3) (Vö 2n—1 7-3) 
m-en F9é3-3n—133n 
ar 32in—1—9r ) 2n—t 


lirn EE mz jin —— ———  — — — 
m-re Ft 26— 1 ön nova FOS 4280 [ 4 3n 


"2-7 2 2 


; . I 
m— ím —— ——- — —  —— Tim — — —— 
3 


FH —t ös Here új k ú 
a] 921439 VS a 
H 8 


2. Függvény katárertéke 





I man, 





Az cddig vizsgált sorozatok olyan függvényekként értelmez- 
hciók, amelyek argumentuma (független változója) csak egész 
értékeket vehet fel; a függvénykapcsolat ekkor ffm—a,. Azt 
vizsgáltuk, hogy mihez tart a függvényértékek sorozata, mudőn 
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a független változó a pozitív egész számokon át tart a végtelen- 
hez. 

Most folytonosan változó argumentumú függvényekkel fog- 
lalkozunk, amelyek értelmezési tartománya vagy a teljes szám- 
egyenes, vagy annak égy rÉSZE. 

Függvény határértéke. Valamely vy f(x) függvény határértéke 
az x a helyen az A szám, ha bármely az x— a helyhez konver- 


gáló xs Xz, Xs ... abszcisszasorozatot választva, a megfelelő 


függvényértékek sorozata az A számhoz konvergál. Az előb- 
bieket így is mondhatjuk: Ha Jim x,—a esetén dm FX) 4, 
akkor a függvénynek az x—a helyen van határértéke, és ez az 
A szíim. Ennek rövid jelölése: hm f(x) A. 


Megjegyzés: A függvénynek nem kell értelmezve lennie az 
x-a helyén ahhoz, hogy itt határértéke legyen. Az A szám 
lehet véges, ill. végtelen. 

Véges határérték létezésének szükséges és elégséges feltétele : 
Az y—f(x) függvény határértéke az x—a helyen a véges 
A szám, ha bármely kis £-0 számhoz megadható az , a" 
hely egy olyan ő sugarú környezete, hogy [fdcs— Al — £, 
valahányszor Ix.—al] — ő. (Nem használtuk fel azt, hogy az 
a" hely az y—-f(x függvény értelmezési tartományához 
tartozik?) 

Baloldali határérték. Tartozzék az v—fíx) függvény értelme- 
zési tartományához valamilyen 4—e z x-z d intervallum. 
A függvény baloldali határértéke az a helyén az az A szám, 
amelyhez a függvényértékek sorozata tart, midőn a független 
változó a-nál kisebb számokon keresztül bárhogyan is tart 
az , "-hoz, vagyis részletesen kiírva, han -r ee esetén x —a—0, 
és A(x)-A, akkor az A szám az y—f(x) függvény x—a 
helyhez tartozó baloldali határértéke. Ennek szokásos rövid 
jelölése: 


lim f(x) sz A. 


r-aa— tü 


Hasonló a jabboldali határérték definíciója is. 
Jelölés: li f(x) — A. 


5zZ 


Megjegyzés: A két határértéknek nem kell megegyeznie! Ha 
azonban megegyeznek, akkor értékük egyúttal a függvény 
határértéke is. 

Végtelen határérték. Valamely y— f(x) függvény határértéke 
az x— a helyen 4 cc, ha bármely , a" helyhez tartó abszcissza- 
sorozatra igaz, hogy dim X,5a esetén Jim Fat d ESA 


Jelölés: Hmfíx) — es. 


Hasonló módon definiáljuk a — se határértéket is. 


Jelölés: hm ffxj) — — ez. 
X—-ta) 


Megjegyzés: A bal- és jobboldali határérték ugyancsak lehet 
b o vagy — ee, és ném kell megegyezniök. 

Függvény határértéke a végtelenben. Valamely y— f(x) függ- 
vény határértéke a --es-ben az A szám, ha bármely végtelen- 
hez tartó abszcisszasorozat esetén az ordináták sorozata 4A-hoz 
(art. Vagyis ha lm Xn7 So, ÉS am fix.) 7 A, akkor a függ- 
vény határértéke. a -4-c--ben az A szám. 


Jelölés: hm f(x) — A. 


Hasonló a definíció, ha a függvény határértékét a — ce-ben 
akarjuk meghatarozni, csak ilyenkor az abszcisszák sorozatát 
úgy keli megválasztanunk, hogy lim x, — — e legyen. 

Ha an 


Jelölés: lim f(x) — A. 


Függvény folytonossága. Valamely y—f(x) függvény az x—a 
helyen folyronos, ba az , a" hely a függvény értelmezési tarto- 
mányához tartozik és lim f(x— (e), vagyis, ha az , a" helyen 
a függvénynek van határértéke, és ez megegyezik a helyet 
lesítési értékével. Bármely más esetben a függvény nem foly- 
tON0s, 

Cgy függvény akkor folytortos valamely a-tól 5-ig terjedő 
intervallumban, ha annak minden pontjában folytonos. Az 
olyan függvényt, amely a számegyenes minden pontjában 
folytonos, mindenütt folytonos függvénynek nevezzük. Ilyenek 
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pi. a racionális egész függvények, az exponenciátis függvények, 
a szinusz- és köszinuszfüggvény stb. 
Az y7f(x) függvénynek pólusa van az vza helyen, ha 
bal- vagy jobboldali határértéke, vagy mindkettő -4-co vagy 
Megszüntethető szakadása van az y—f(x) függvénynek az 
x — a helyen, ha a-ban létezik véges határértéke, de az vagy nem 


egyezik meg az f(a) függvényértékkel, vagy az a helyen a függ- 


vény nincs is értelmezve. 
Legyenek f(x) és gC0) olyan függvények, amelyeknek az 
x-a helyen van határértékük és az véges szám, vagyis 


lim 69) — A és lim g (x) — B. 
A két függvény összegének és különbségének határértéke 
az x—a helyen: 
imtfdie0ji— 4t B. 
A két függvény szorzatának határértéke az x—ea helyen: 


hmf(x)- gb) z AB 
J.-t 
A két függvény hányadosának határértéke (feltételezve, hogy 
az osztó határértéke nem nulla): 


. x A 
lm f6) m—-— (B - 04. 
sag) B 

A gyakorló feladatok megoldása során sokszor felhasznál- 
juk azt, hogy ha egy tört számlálója és nevezője azonos kifeje- 
zés, akkor értékük az értelmezési tartományban azonosan 
egy, tehát határértékük minden pontban szintén I. 

x—d 


Pl.: úm — 1, bármely ,a" értékre. 
x-a X—d 





A következőkben olyan feladatokkal foglalkozunk, ame- 
lyekben egy törtkifejezés valamely x helyen nincs értelmezve, 
mert behelyettesítéssel határozatlan értéket ad. Hyenkor az 
eredeti függvényt olyan függvénnyé alakítjuk át, amely ec hely 
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kivételével mindenütt megegyezik az eredetivel, de amelynek 
czeu a helyen már van helyettesítési értéke, és ez egyenlő az 
eredeti függvény határértékével. 
Gyakúrló feladatok 
. 3xt42 
d. him 
xan 273348 4le 





—? A felirt racionális törtfüggvénynek az r— Ű 


helyen mincs helyettesítési érléke, mert nevezője nulla. 
ím 3x13 2x ki XÖ3x7 2) 
—— mez zz Él -— —— —— , 
xag rja? 2 x-ü x(x3t3at2) 


K icmeltük a számláló és nevező legnagyobb közös osztóját, így két 
törtíúégvény szorzata határértékének kiszámítása lesz a feladat. 


(xi 7 34632 003342 
hr a Jirrt ——- in ————  ——]. 
r-t 4 ran 13-tt3x-2 xaü x5.hixit2 








I . xx . 
Mivel hm a — I, ezért a szorzat határértékét a rnásodik tényező határ- 
XX -Ú 


értéke határozza meg. A második tényező eleget tesz azoknak a követek 
ményeknek is, amelyeket a keresett függvénnyel szemben felállítottunk. 
tt az elvet alkalmazzuk a további példák megoldásakor is. 


A feladat megoldása során sehol sem keltett felhasználnunk, 


hogy x balról vagy jobbról tart-e nullához; ezért közvetlenül 
un határértéket kaptuk. 


Led tIrt a £. Hi - 


im órt-t 3 5x . x(ósit3xi- 5) 
——————  — — lim ——— — — 
zat törte xs xidx4-7x) 


. x ; 
Mivci — minden x-re 1], tehát határértéke is az; 
x 


üx4-dxt5 ívek lim (6x343 
lik E —ob—bmoöüöuu. HE] — 
KELNYTENT 7 Ive Jim ( 43xit-51— 5, 


és  lim 4éét7xy— 0. 
x-rú 
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§— —3xt-6 
r-ü x39-43r— 10. 


tározatlan kifejezés. A szárnláló és nevező egyaránt másodfokú, így szor- 
zattá alakítható : 


21—S5zt6-—(r—2M(x—3), II. 

2--3x—-10—(x—2Z(xt 5). 
x4—Szk6 — .  (£—D(r—- 0 

xi 11-43x—10  z-2(x—2Z(rt5) 


—2 3 : 1 
— lim tám E (—]-— 





0 
3. ? A helyettesítési érték az x— 2 helyen a- ha 





xazx—2 razrt5 7 7 
V74rx—VSx-1 
4. tm ESZT 9 Először a helyettesítési értékeket hatá- 
x-2 Főx-H4—V7xa-2 
rözzuk meg. 


A számláló: K7t2-Ki0—1 -— 3—3—0. 
A nevező: Y1234—F1452—4—4 0. 
Bövítjük a törtet a (Y74x-4V5x—D(Vóx-t4--V7x-42) kifejezéssel: 
im 0727 V55—DWT Ez V5z—D(Vőxt4-Vx72) 
x-a(Vőxr4—FTFD(ÉSE 1414 FTxZJÉVTtx 1 VSx—1 


7tx—5x-t1 N6xFd VTxA2 
— 16x44—7r—2 KTExHVSZ I 


— mm ött, lm Vóxt44V7xr2 14-HV7x-i- 


xad —xtl mr Tee 


Felhasználtuk, hogy a szorzat határértéke a tényezők határértékének 
szorzatával egyenlö : 


-4x—2) im VőxtátY7xt2 ,9t4 32 
x-z —1(x—2) x-2 VFTExtV5xt1 343 6 3. 
5. lim  YS-V5-xt e —? A helyettesítési érték az x— 0 helyen a 
x—Ű ral 


[Hú 
Fry határozatlan kifejezés. 
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Gyökleleníttük a számlálót: 


in Esze az tm (45—VsS-x raz (VS vs ht) 


x GŰ x-ri x(V53Y5-xrx) 
nel 
— im ZS tr mt 5—5§x—x cz Tim KERN tant SI 
1-0 x(YSKSZTEE) ze TAVSYS-235) KT) 
x(1—x 
— Him —-——-— ) z Nm ———— 
ési x(V3a4V5-xT E) x-rü TETT 5—x-kha 
- 1. ÍS 
2y5 10. 


x 
6.  lin —— — 5— ? A helyettesítési érték c h b 

ket YT elyen o eredményt ad. 
A törtet bővítjük F1--ces x-szel. 

li xFi--cosx — Tin xFi-tcosx 

xaÚ HT — cost x x-r sin ax u 


— Tim -líim FI--cosxz 1-FK2z V2. 


x-ü SIN x xz-aú 





(tt felhasználtuk azt az ismert összefüggést, hogy 





hm — sz]. 
xaü 540 Xx 
Tehat 
lirn it mz V2 
zsÚ Kg — 
7. 1 1—co3x a , Ó 
. sm g Bchelyettesítéssei a Fry határozatlan kifejezést 
kapjuk. 
Bövítjük a törtet (1-4-cos x-szel. 
.  (4—cos xt(l-4 cos ax) . 1— cos? x 
hr ——— e ee a — In — — 
xaÜ xíl4cos x) xat x(l-kcosx 


SÍTI x SIN X . sink im 


— im lim—S — 1.0 
— lirn —— E . bim — 1.0 — 0: 
X-Ü xf13-cos xy x-g XX ran]: kcosx " 








. 1-—-cosx 
hm —— hű 
A—rk x 


37 


$. lm EST 9 Az x —0 helyen mind a számláló, mind a nevező 
xr-at x 
értéke Ü. 
Bővítjük a törtet (1-4-cos x)-szel. 
1—cos x . sar" x 


lim ——-—— — - — lim ——— -—— sz 
xak XÉIl-t-cosz xan XI --cosa 








sing I l l 
slim ) aim 1:———, . 
x-ü xX x—at1-kcosx 2 2 


ú. am ESZE a [4 Az eredeti törfet átalakítva, felhasználva 
a sinta-tcosa— I és a c052a — costa—sim a összefüggéseket, 
Hím 1—cos 2x 51 sin x-- cos! x— (cost x— sin x) ki 
xan Így x-rű 3at 





. zsmx . 2 ísinxY 0 Z 2 
— Am z lm —- — —sr1——. 
x—ab 3 xan 3 xX 3 3 


ze - YE 


10. lim ————— — —? Ha x-— ss, akkor mind a számláló, mind a 
zaca d 
Ra" -K ax 
nevező végtelenné válik, tehát a — határozatlan kifejezést kapjuk, 
A gyökös kifejezéseket először törtkitevőjű hatványokká alakítjuk át; 


ah LL 
B A 

hirn Éz  -? 
Bx" 4-x? 


1ü 


Osztjuk a számlálót és nevezőt x"-mal: 


1 Í 
KE ind kő 
I szállt bm 7 ! 
s-os A IB ga b 87 
8--x? " 84- a 
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1 it 

57 2.57 

14. Határozzuk még az NENT TEEN törtkifcjezés jöbb-, 14. balotdali ha- 
di 

tárértiékét az x—Ü helyen. A helyettesítés az első esetben a 


mé mem ETT 





, a Má- 


HEHÉR 





vxlikban a határozatlan kifejezést adja. 
1 k. 3 
: 57 cz. 
hm ————  —? 
x— FŰ a 


z 
Köicmélünk a számlálóból és a nevezőből 57 cet: 


a a §( gt. ! 
ge 9.5" KÉS: tall I 5.2) 
[TI 


lm ———— sz —G— 
X- FŰ ir x—dtő : 
f-. ai B .57i 
.1 
3 "7-2 4 
— líim ——— — Tim 515 " 2]. 
ra rt 5471 xa xb 


Az átalakítások során eddig nem kelletít figyelembe vennünk, hogy 
i pozilív vagy nesativ értékeken át közelítt-s meg a nullát. Most azonban 
a kél esetet külön kell választanunk. Ha x jobbról ípozitív értékeken át) 
tart nullához, akkor 


1 
lim § "E im 6 0—0, 
x—a-HŰ xatú 1 
ht 


nnyel a nevező kitevője ez esetben t--hez, a nevező értéke tehát szintén 
t —-hez tart. 
Ha ezzel szernben x balról (négativ érlékeken átt tart nullához, akkor 


1 1 


lm 3 7 — hím 57 — en, 
x—a —i xXx—-rB 


Í ehát 
1 
hurt sb; . 02) s - 10; 


X-agb 
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i 
lirn s( s ME) GR 


x—-r—i 


A törtfüggvénynek tehát az x— Ő helyen nem egyezik meg a bal- és a jobb- 
oldali határértéke, vagyis nem megszüntethető szakadása van. 


I: 4 
12. lm — — —]) —? Először a feladat típusát határozzuk 
r——1tütii—xr 1—3 
I 
meg. lm — 5-—ss, mért az x az 1-nél nagyobb számokon keresztül 
xairo1l—x 


tart az 1-hez, amelyekre a nevező, tehát a tört is negatív. Viszont 


. 4 
lm — —— — — ———— sz mi 


— Tim - , 
x-ita 1-—-x :(6i40x-Ii 


mivel x:-i csetén a nevező, tehát a tört í5 pozitiv. 
A üpus tehát: — s-t ez. 
Hozzunk közös nevezőre: 


lim 1—  — 
rai4tatll—x 1—g 





I 4 ) . 1--xt6—4 .  xtd4tx—3 
- im ———— — . 
x—-r1i1-b 1— 2 xXY—1l-4öü 1-2 
A szárnláló helyettesítési értéke az x— 1 helyen: 14-1—3——1. A ne- 
vező helyettesítési értéke; 1—1 — 0. 
Ha 1-nél nagyobb számokon keresztül közelítjük meg az I-et, akkor a 


nevező negativ számokon keresztül tart nullához, így a tört előjele pozi- 
tív és határértéke az x — 140 helyen -e: 


I d 
lin ter Jee 
x—aita11—x 1—e 


Ha a tört baloldali határértékét akarjuk meghatározni, akkor figyelembe 
kell vennünk, hogy egynél kisebb x-ekre a nevező pozítív, mig a számláló 
változatlanul negativ, És így 


fi ( 1 4 j- 
kalc0 1—x 1—8 Ni j 


13. lim(KzéHr4x —F2x3—5x)—? (5— s) Az egész kifejezést törtté 


KA ön 


alakítjuk úgy, hogy megszorozzuk és elosztjuk a (V2xttá4x tr F2xt—5x) 
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kifejezéssel: 
ún (V2ea 4x —F23—szWYDőtráx tFY28— Sr) 
x-ron V23tá4xrFő— Sz 
Mm. D8őt4x—(23—5x) 
xs F2a-pdx 1 F2xt—5x 


— in —— mm A, 
xam Flő-t-4x 1 F2x3—5Sxz seen a § 
25 V2-- 
x x 
. . 4 s) 
Mivel Hm —5—0, és lm ——ú Így 
X-rm X X-ran XX 


. a 
üm (V23-há4x —F2xt— Sz) s ——. 


XY-t ön 2y2 
x x 
in ÚuteírFT 
14. im eg? A számláló a pozitív számokon, a nevező 
X-ET cos — 
a negatív számokon keresztül tart a nullához, amit így jelöltnek: e. 


at 
LF. Fi -nél kevéssel nagyobb szögértékekre a szinusz Függvény értéke na- 


. at 
gyobb a koszinusz függvényénél : 7 -nél kevéssel nagyobb szögekre pedig 
a koszinusz negatív (1. a 44. ábrát). 





44. ábra 


ú1 


x x 
Bővitjük a törtet [se a res eg: 


j; 4 4 4 
röztb Fa tú E 4 cos 
2 4 4 
xX 
sár" — — Cryst — 
1 4 4 ki 
X-rü tű Mundi sín cos 
Z 4 4 
xX 
— s. — 
: Z 
— hirn — 
x-rt1ő8 xx sin 5--koos 5) 
2 4 4 
Tin - —t 1 K2 
— kaR40 Xs V2 yY2 V2 2 
4 d 2 2 


Ü 
Ha a baloldali határértéket számítjuk, akkor ugyan Fi alakú lesz a 
kifejezés, de a fentivei egyező átalakítások után szintén az adódik, hogy 


x xx 


Sir — — Cs — 
4 4 V2 
lm —F——,————, 
X-6E—Ú ax Z 
CTüs — 
2 


és Így a bal- és jobboktaki határérték megegyezik, vagyis 


. XX x 
mr — rk. — -— 
; Mag 4 VK 
NET —————— — sz ——— , 
x-t -K 2 
FI 
j V2-:tgx—F2—itgx Ü 
15. im —-—  6——  — — —  ——? j— 
x-ekÜ sm.x ü 
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Először a számlálót gyöktelkenítjük : 


li V2--tgx—§2—itgx ke 


XKagü sin x 
0; (V2£igx—F2—itgxi(V21-igx13F2—tgx) 
xa40 sin x (WW2-Higx--F2—tgx) 


. 211tgx—2-kigx 
— limn ———— —  —-— ——— — — — —,— 


ati sinx (F24-igxt F2—tgxi 


(; Ztax 
xatrb sinx (V2-4tigx-tF2—tgx] 
sin x 
9 
j C05X 
ei ITEL] ——— a ———— —————————— nur r— 
xatú sin x ÍF2ttgxtV2—tgx) 
2 2 2 


SE Hir re ———öounm————ú—umumuTMMMKMANNL MILAN ht ma 11 ETT E et———e mh mt ———— 
vat cos x (K2-rtgx-Fz-tgx) (FRAT 2 


—ű 
Ha a baloldali határértéket keressük, akkor a tört 76 alakú, dé a 
határérték az előbbível megegyezik, tehát 


ím K21-tgx—VF2—tex Hi Y2 


x—ű sin x 2 
16. Tim sin (5-Hx)— sin 45 — xx) — 9 [a 
x—a kü xX Ú 


BHegjegyzés: Az 5 65 az x egyaránt radiánban kiéjezétit értékeket jelén- 
tenek, A száimláló és nevező kisz pozitív x értékekre poztüv, ui. ekkor 
mind sin (5--x), mind sin (5—x) negatív, de az utóbbi abszolút ériéke 
a nagyobb (hl. 45, ábrát), és így a különbségük — a számláló — pozitív. 

Feélhasználjuk a szögfüggvények különbsésének szorzattá alakítására 
vonatkozó sin éíx-t 8)—sin (x— fj — 2 cos a sin § azonosságot; így 


2c0553-5inx . j sin x 
hum  —— o - lim 2cos5- lim zzz 
ab XX x—a ig X—t 3 xZ 





m 2c0s55-1— 2c0s 5. 
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45. ábra 


A feladat megoldása akkor teljes, ha meghatározzuk az 5 radián nagy- 
ságú szög koöszmuszát. 

cos 5 sz cos (5.573) — cos 286 5" — c0s (360 — 286 5") — cos 735 — 
s 02840. 

A keresett határérték tehát 


sin (5-Hx)- sm (5--x) 

x-r4-Ű xz 
Ha x kis abszotút értékü negativ értékeket vész fel, akkor mind a szám- 
áló, mind a nevező negatív, a hányados tehái — meghatározatlan alakú. 
A fenti átalakítások elvégzésével ugyanarra az eredményre jutunk, tehát 
a bal- és jobboldali határértékek , vagyis az xs0 pontban a 


megegyeznek : 
függvény szakadász megszüntethető, ha függvényértékként 0,5680-at 
választunk. 


— 2-0, 28540 sz 05680. 


IH.-A BHEFERENCIÁLSZÁMÍTÁS 
ALAPFOGALMAI 


1. A diílerencis hányados értelmezése 


A függvénykapcsolat összefüggést ad meg a független vál- 
tozó és a függvényérték között. Így az értelmezést tartomány 
bármely értékére mint független változó értékre kiszámítható 
a hozzá tarlozó függvényérték. A függvény menetének vizsgálata 
szükségessé teszi, hogy azt is merállapítsuk, a független vál- 
tozó valamilyen megváltozása (növekményei a hozzá tartozó 
függvényérték milyen megváltozását (növekményét) eredmé- 
nyezi. Ennek jellemzésére a két változás viszonyszárnát, hánya- 
dosát használják (mégpedig a számláló a függő változó növek- 
ménye, a nevező pedig a független változóé). 


ge fa) 


dó. ápra 





A 46. ábrán látható, hogy ha a független változót x.-ról 
(xa-HAx])-re növeljük, ami a függő változó v,-ról (yp-- 4yj-ra 
való változását eredményezi, akkor az előbb bevezetett hánya- 
dos, vagyis Tk , éppen a görbe x,y abszcisszájú pontjából az 
xgtáAx abszcisszájú pontjába húzott szelő iránytangénsce. 


5 Differeaciálszárnilás 
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Ennek értéke (adott függvény, és így adott görbe esetén) függ 
a két metszéspont helyétől, vagyis xo-tól és 4x-től. E. hánya- 
dost a függvény differcnciahányadosának nevezzük. Általáno- 
san azt mondjuk, hogy az y— f(x) függvény differenciahánya- 
dosa a függvény növekménye (4y), osztva a függetien változó 
rövekményével (Ax). 

A differenciahányados jelölése: 


d4y  fxtAx[6) 
Az Ax " 


Gyzkorló íriadatok 


1. Határozzuk meg az y—x? függvény diferenciahányadosának érté- 
két az xa—3 helyen, ha a) 4Ax— 1; b4 4x.—0,1 ; c) 4x.— G,ŐL. Három TÉSZ- 
feladatunk van, hiszen a differenciahányados értéke nemcsak x4 értékétül, 
hanem dx értékétől ss függ. 

A szelő egyik pontja mindhárom esetben rögzített, ez a Ps(xo; wo) 
pont. Mivel y.—xáz:9, tehát F, (3; 94. 


Te, re — I ——— -— e  — rő 


421) — 3-418-3?  16—9 
ko l I 


al dxcsz]l, ekkor [ 
Xi 


Az eredmény azt jelenti, hogy ha az v—x függvény (3; 9) pontján 
keresztül egy szelöt húzunk, amely a lüggvényt az x1—4 abszcisszájú 
pontjában ís metszi, akkor a kapott egyenes X-tengellyel bezárt szögének 
tangense 7. 


bi  Ax.—Ü1; ekkor 


AY a (3-0 1V—yY Mi 3,11— 3 9.61—? — ff] 
Axe MLM ML 





ci 4x,— ül; ekkor 








474) —63-4001R—3?  9.0601--9 
CÉ 14 Ü 04 " 401 MA 


Annyit megügyelhetünk az eddigiekből, hogy a differenciahanyados 
értéke egyre közelebb van a 6-hoz. (Ez nem bizonyítás, csak megjegyzés!) 


2. Oldjuk meg az előbbi feladatot általánosan! Írjuk fel az y—x 
függvény diiferencishányadosát olyan alakban, amelyből bármeiv adott 
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x és Ax értékre a differenciahányados számértéke közvetlenül kiszámítható. 
fejdzt; fit dx zlxt Ax; 
Ay (xx dxP— xi 7-4 2xAxtidxt 
Ax Ax . dx na 
e ZxdxcAi(dáry 


s — 9. 
—— e — 141 Ax. 
Éx 


A diferenciahányados tehét jelen csetben egy kéttagú kifejezés, amely- 
nek egyik tagja csak x-től, másik tarja csak dx-től függ. Adott x érték 
acre az első tag állandó, és a diflerenriahányados értéke csak dAx-öt 

ipn, 


3. Határozzuk meg az előbbi kifejezés segitségével az vy—x? függvény 
Xz ÍZ abszcisszájú pontján át húzott szelölének egyenietét, ha 4x— (2! 


i dy 
Én — 2Zxortdx— 212402 — 242. 
Av xű 


Áz égyenes iránytangense tehát M.,2, és az egyenes átmery a parabolz 
xs 12 abszcisszájú pontján. Mivel y—xűz 44, ezért P, (IZ; 144), Az 
adott (xa; y) ponton átmenő, adott si iránytangensű egyenes egyenlete, 
mint ismeretes, y—g, z mtx— xi 

Így a szelő égyenltte: 


y—-144— 24 2(x—12b 
y: 24 2íx— 1234 144. 
4. Legyen azgdott függvény v:dx 8 Xg . — 1; 
4) e 705; c) Axa:0OL, Határozzuk meg a Miror diferenciáhámados 
Fozsáxitőz4-9--5zz41, tehát P.(3;41). 
a! dxo—i; Ay —y,— Vai 
dyi s díxgt dx Pt 5— ya sz 4633 Hjts5—41—4.1655—41— 28; 


9) e 
Axe d 


bi 4x47 05; AV. 7 PF4— Yo; 


AY. — 5(xa7 dx 5-3 540340 5P-3 5-4 — 
z 4-12,25—36— 49—36 — 13. 


( A 7) 13 26 
AN, Ia ő 5 W i 


b. gi 


ci d4x.— Ül; Ay. —-9y5— Ya; 
Byaz írat dx.$t5—re— 43 40013X7-45—4l — 
—4-$ 0601 — 36 — 02444; 
Ay) — 024M 
va (001 


A feladatot azétt oldottuk meg ilyen részletesen, hogy lássuk az egy- 
szerüsítési lehetőségeket. 


a 744. 





3, Az előző feladatot oldjuk meg áitalánosta Is! 
yz4xta. 5; fixt4x1— 4íxt dx b 5; fűre dé tb, 
Ay HAT ARE 4 5-EÉ E 





Ax Ax 
4(4xF--5— dai — xdx d 4(AxY 
dot Bxdact dí4xÉr5—daet 5 . $xdrd (Áxy Bx 1-44x. 
Ax Ax I 
Az előbbi eredmények ebből könnyen számíthatók: 

A 

rel zs $-3-44-] — 24347— 28; 

TC ítt 

AÁYa 
ús) — 8.344-05 52432 — 26; 

Ax aa 


3) z B-J-k 4. ül z 243- 0 Út —. 2404. 
Ax. zo 





2. A dilferenciálhányados értelmezése 


Ha az y— fü) függvény differenciahányadosának az xs ed 
helyen van határértéke 4x -rú esetén, akkor ezt a határértéket a 
függvény ,a" helyhez tartozó differenciáihányadosának fderi- 
váltjának) nevezzük. 

. d.-t 4x1— Aa dv ; , 

Jelölések: dm fta-t 4x)— Ja) kezi 2) —fiajzyi 

4x50 Ax doIxoa 

Ilyenkor azt mondjuk, hogy az p/(x) függvény az x—e 
pontban differenciálható. Ha a függvény egy intervallum min- 
den pontjában differenciálható, akkor az intervallumban dif- 
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ferenciálhatónak mondjuk; ha értelmezési tariományálan min- 
denütt differenciálható, akkor —- röviden — differenciálhatónak 
nevezzük. A differenciálhányados értéke csak x-től függ, ezért 
egy függvény differenciálhányadosa szintén egy függvény, 
Az y— ft) függvény deriváltja tehát az a függvény, amelynek 
bármely x helyen számított helyettesítési értéke egyenlő az 
v-fen) függvény x helyen számított differenciahányadosának 
határértékével. 

A diflerenciálhányados geometriai jelentése: Ha dx--0, 
akkor a szelő a határesetben az érintőbe megy át, vagyis a 
dillerenciálhányados értéke az x 5 a belyen egyenlő a függvény- 
görbe , a" abszcisszájú pontjában húzott érintő iránytangen- 
sével. 

Az alábbiakban néhány függvény differenciálhányadosát 
határozzuk meg. 


Gyakorló feladatok 


1. Határozzuk meg az v— x"? függvény x,—3 abszcisszájú pontjához 
húzott érintő egyenletét! (A. feladatot előbb általánosan oldjuk meg, és 
csak ezután helyettesítünk be.) Először a differenciálhányadost szárnít- 
juk ki: 

yz ot; Az előző pont 2. példájának eredménye alapján 


A 
SZ s 2x- Ax; 
Ax 


P] 
y - lim E z lim (2x44x) — 2x. 
dx—at Ax Azzal 

Megkaptuk tehát az y—x" függvény deriváltját mint x függvényét. 
Az x.—3 pontban y (3) — 2-3 — 6. 

Az érintési pont koordinátái: P.(3: 94 

Az érintő iránytangense: n— 6. 

A keresett érintő égyenléte tichát 


y—93 zs 6(x— 3); y- 6x—8. 
2. Határozzuk meg az y — dx: 5 függvény xs 3 abszcisszájú pont- 
jában húzott érintő egyenleiétt y — dvi5; Az előző pont d. pélildájának 


eredménye alapján ral 3x-HdÁAz. 
x 
vs lim (Bxtddxyzs Bx; 
Ax -r üt 


y (3) 88-12 M, 
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Az érintési pont yo, ordinátája: ya sz 4-9--5 — 4l. 
P.O; Al); m—-. 
Az érintő egyenlete tehát: 
p—4l sz 24(x—3) — 24x—72; 
y — 24x—351. 
függvény derrváltjáti 





3. Határozzuk meg az y— —— 
6. zeseőf ] 


A (ügzgvény növekménye: 
3 3 31x—91—3(x-tdx—?) 


KÉNT YT SZÉT ST MT T VT EGYTEZ TÉN 
3r—21—3x—J3dAx-4 21 —34Ax 
Fra HET)  0rr4x—DG-TY 
a differenciálhányados: 
: —34x 
NŐ TÉS TTTES TEGYEN TÉN 
—3 3 


— azo GT4X-DG—D) e-t 

4. Határozzuk meg az v—Yx függvény deriváltját! 
dy - Vxt4x-Vx; 
4y VXTZR-V:  (WXTAR-VDVVETAR A 





Ax Ax Ax(V xi Ax tYx) 
Hi xtáA4x—x e. 1 
do(Attóáxt Ex] VxtrAxtFx I 
1 i 


lIim—— —— — -—— , 
42-40 FxráxirYx  2Ex 





Tehát az y — Kx függvény deriváltja y — . 
Ax 
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IV. DIFFERENCIÁLÁSI SZABÁLYOK 
ÉS ELEMI FÜGGYÉNYTÍPUSOK 
DIFFERENCIÁLHÁNYÁDOSAI 


Az előző fejezetben egy-egy konkrét példán láttuk, hogyan 
lehet egy függvény derivált lüggvényét a differenciahányados 
határértékének kiszámítása útján meghatározni. Hasonló- 
képpen kaphatók meg az egyes elemi függvénytípusok dif- 
ferenciálhányadosai ís, melyek ismeretében a következőkben 
tárgyalt differenciálási szabályok segítségével bonyolultabb 
függvények differenciálhányadosa 15 meghatározható. A gya- 
korlatban általában így számítják ki adott függvények dif- 
ferenciálhányadosát. 


1. Alapvető diderenciálási szabályok 


aj konstans differenciálhányadosa. Ha y-a (a m—állandó), 
akkor y —0. Vagyis a konstans diferenciálhányadosa nuila. 


b) AÁllandóval szorzott füegvény differenciálhán vadosa. Ha 
y-ceffx) alakú (c — állandó), akkor y zef (x). Vagyis a dif- 
lerenciiltányadost úgy számítjuk ki, hogy a függvény derivált- 
ját szorozzuk az állandoóval. 

c Összegfüggvény  differenciálhányadosa. Ha yvy — u(x-i 
Fríx), akkor y — wí(x)t-r(x) Vagyis összegfüggvény dif- 
terenciálhanyadosa a tagok differenciálhányadosának összegé- 
vel egyenlő. A szabály akárhány tag differenciálására is igaz. 


d) Két függvény különböségének differenciálhányadosa. Ha 

— utxj—víx) uükkor y — vw(x1— nő (xx). Vagyis különbséget 
tagonként differenciálunk. 

e) Aét fűggtény szorzatának differencidíhányadosa. Ha 
peutx]jvix) alaku, akkor y — tíxjelx)-kuboje Üx); TÖvi- 
debb jelöléssel; v — vv3-wm. Vagyis két függvény szorzalá- 
nak differenciálhanyadosát úgy számítjuk ki, hogy az első 
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tényező deriváltját szorozzuk a változatlan második tényezővel, 
majd ehhez hozzáadjuk a változatlan első tényező és a második 
tényező deriváltjának szorzatát. Hasonlóképpen kell dilleren- 
ciálni a többtényezős szorzat függvényeket is; pi. harom té- 
nyező esetén a szabály. ha 


v —: ulxivíxyzíx], akkor 
v zo g (xjvl)zb) HF ulxjo (x)z(x) hul x P(x) z (x): 


fp Kér függvény hányadosának differenciálhányadosa. Ha 


pzz a alakú, akkor y s een EGIT 1; röviden : 
WV un ék fremsé ; ; MNYANNNS 
ys ——— . Vagyis két függvény hányadosának deriváltját 


t 
úgy számítjuk ki, hogy a számláló deriváltját szorozzuk a 
nevezővel, ebből kivoniuk a számlálónak és a nevező deriváltjá- 
nak szorzatát, a különbséget osztjuk a nevező négyzetével. 


gy Összetett közvetett függvény deriváltja. Ha yzFÍ[pG)i 
vagyis yszíín, ahol sszpixi, akkor yzf(laj:x. Tehát a 
függvényt úgy deriváljuk, mintha független változója az 4 
függvény lenne fazonban wz helyébe itt is efx)-et helyettési- 
tünki, majd az így számított deriváltat szorozzuk 4-nak x 
szerintt deriválrjávai. Más jelöléssel: gy gy da 

dx du dx 

Hasonlóképpen kelt differenciálni a többszörösen összetett 
függvényeket ís. Például háromszorosan összetett függvényre 
a szabály: ha 


v-fielktolt s Ata anol wzelhímn]-gíuk 
és v— kín, akkor 


dy dy du dv 
dx du dv dx 


Ezt az eljárást az ún. láncszabálynak nevezzük. 
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2. Hatványfüggvény differenciálása 


yzy; ye o nxei, ahol s racionális szám. 


. lehát bármely ractonális kiievájű hatványfüzgvény dif- 
ferenctülhányadosái úgy számítjuk ki, hogy az eredeti kitevő- 
vel szorozzuk az alap eggyei kisebb hatványát. Az alábbi 
gyakorló icladatok megoldása során a hatványfüggvényeken 
gyakoroljuk az alapvető dríferenciálási szabályokat. (Termeé- 
szetesen A további elemi függvénytípusok tárgyalása kapcsán 
szintén felhasználjuk majd ezeket a szabályokat.) 
Gyakarió feladatok 
ll. psx. y— Tat. 
2. vzxvi; p—-— dr 
3. pal: ya? 
n HK rt Y Si 


A törílüggvényt célszerű negatív kitevőjű Á jában írni 
j A . ű haivány alakjában írni, mert 
igy könnyebben kiszámítható a derivált: j : 








a £.§ 1 1.3 1 
yeYx—xt; yoze-ma Tart 
a 
Vat 0 3Éxt 
2 
5. Y— s yz? 
Va 
Z - E 7 
Y-T EZEK "a v-2[-3]: ÉT 
sa 4 2 
NE: SEN 3 
— 1—-- 
ye nyi 
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6. ysx Ke; y :? Az egyenlő alapú hatvanyok szorzását elvégezve, 
kapjuk: 

















1 rj 
y—-xiyxs xx? —xt; 
u zo gz 9 
"— —xt yi — ——— xT r—aÉx 
multú 2 je 
Fi v . ys? 
a Va? yY 
Fx 
xi a ma na 
y—— szex ! sz x" 5 mg; 
x 
Nt ia dgiíd 318 11 
s —x? mzar-aY S —fAx z — ate 
Vg 3 3 3 
Í 
b) y—-—- : y-t? 
Yxz 
I b , 2-£ 5 2a 2 
4 illeni a —xX , gy 7 zt 003 ga Wi A... 
Ka Vas 3xFKa 
3... 
9. vzFekz: y —? 
1 1 A. KA 2 L.A Z 
y—xtat sza max"; y-t nr 
áFx 
3 
A 
10. ys Kx; yz? 
38 L I -£ 1 
z Fxcx8"i; y—--x 5" - 
4 yY-zg — 
36 Ya" 
1 
er —m—? 
Il. y gk? xy mi 
xx 
1 E 3 4 -2 4 4 
y - —x 9; y-—-—x "———— rt 
1 34 34 
x-xi 3Vx aéYx 
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3x:x 3x 15 2 15 
yz —— s — m 3" 9 —gys; 
xi x? 
39 3: júl 1lu 
yzy ig he -39 Va, 


Az eddig dertvált függvények egytagúak voltak. Most többtagú kifeje- 


zéseket főögynk deriválni 


I3. y-5x73-dxt—3a3; y — ri lást 9xt, 


14 4x" 2 sm? 
a z ér —— se, ii 
JP ir F 


Fx 
Célszerű először hatvány alakba írnunk minden tagot: 


l 2 -2 
ysá4ár TT zzd4x7-bxTlgx "; 


Yx 


, I) .2 3] 
y — 28-32 [-- )- £ 28 —— 4 -— 








xt ex 
— 5 
15. y-3xYx—-— 42; y 5? 
Vx 
2.5 a LL 
y—3xVx——t2—3xt —5x "kz2; 
Vx 
, 92 § -2 9yx 5 9Vx 5 
lel slltr zdlllnler uulár selnlte SNEK ut 
eV öxÉx 
jx: 42. 
lő. ps ,; WY-? 
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A föggyény törtfüggyény és a nevező egytagú. Előbb elvégezzük a tsgört- 
kénti osztást és ezután fogunk csak deriválni. 





mir ei Hl a —r 
pa AEIBE BEL a sag 
Vx yt 
g 1 0 3 0 9gyx ; 
" ze xt —5x — 45xFx 
F xy" xX . 
3 
54x—6GYa f A 
IT. v7— eze; ! 
7 ax 


A feladatot az előbbi módon oldjuk meg: 


Hl k. S a L u ; 
5Vx—6Vx 529 —6xt Sz Taőx FT. 








T. — iggvé örbéj akat a pontjait, 
18. Határozzuk még az ysx! függvény görbéjének azo 
amelyekhez húzott érintők párhuzamosak az y:- 2xt4 egyenessel (47. 


ábra)! 





47. ábra 
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Áz adott egyenes iránylanyense: 2. 

Keressük a görbe azon pontját, amelyhez húzott érintő irárytangense 
szintén 2. Az érintő iránytangense y —2x: mivel y—-Z2 kelt, hogy legyen, 
tehát 2—2x, azaz x—!, vagyis a görhe xs) abszcisszá 4 pontjához húzott 
érimiőó Hánylangeénse 2. 

A feladatnak tehát csak egy megoldása van. 

A kercseltt pont ordinátája: wz:3?—], 

A nont tehát. F,íl; 1), 

3 

19. Határozzuk még az yzFx lüsgvény azon pontjait, arnelyekhez 
húzott érintők párkuzainosak az vs r3-4 egyenessel (43. áhrajt Írjuk 
fel az érintők egyenletét! 


48. ábra 





3... 
3ya 


Mivel r-t, tehát 1] — 





i 
7; ebből -— harmadik hatványra emelve 
3yx 


mindkéL oldalt —— 


1 I ; ] 3 
29——; x-—; ge 113 
xi ri 








A keresett pontok abszcisszái tehát 
V3 —V3 
Ag Xg E —- s, 


a 4 


27 


. Fr [aj 1 h er Í Fr hk 


; 


3 a 





KN 7 
1 1 j t Wa /z"v ; — e. 
uz [ A az .YZ7 —5 V3 


éz érintési pontok tehát 


É3 I V3 . ; ) 
nt er ÉS EF — " kh TT pe - 
ni] új ll y3 : ú 3 


A keresett egyenesek egyenleremek meghatározása ímz Áh: 
A P, nonthoz húzoit érő egyenlete: 


A P, ponthoz húzolt éririő egyenlete: 


y4F-mslíixT- af: 
V3 ? 
4 ait, amelyekhez buúzölt 
:rozzuk meg az xv B görbe azon pont jait, amelyek 
eriztők merőlegesek az y- 3x42 egyenésre t45. ábra)! Írjuk fe! az egyt- 
E 


nések egyenletét! 
Hú ki 


gat ys—Br see 


ag. abra 





18 


Az egyenes íránytangense: ms 3. 
Az adott egyencsre merőleges egyenes iránylangense a merőlegesség 
feltétele alapján: ma, — MENZN — A . 
it 3 
Kiszámítjuk — a derivált ismeretében -— a Füzgvény azon pontjainak 
abszcisszáit, amelyekhez húzott érintők iránytángense —4: 


ri 


A kereseit pontok oruinátal: 


8 4 246 8 4 3y6 


FYI delem do s 





[ r——— FENN 


Fi — - : NH — —-— ——— 
2yG Vé 3 —2Y6 Y6 3 


Az. érintési pontok tehát: 
— 2Y6 -— 276 
P.l2Y6; —-i és P.h—2Ya; ——— TE. 
3 3 
Az egyenesek egyenlete: 


2y6 1 26 1 
y— ze zszb-2rő ili. yr— s—ztet2rő. 


Z1. Az xyt—25 görbe valamely pontjához húzott érintő az X-tengely 
pozitív irányával 607-os szöget zár be. Határozzuk meg ezt a pontot 
C0. ábra)! 


he. 
xy— 25; y—t—. 
Fx 


A függvény, amint cz az ábrából is látható, kétértékű, szimmetrikus 
az X-tengelyre, és értelmezési tariománya a pozitjv X-tengely. Mivel az 
X-tengely feletti pontokban húzott érintők az X-tengellyel tompa szöget 
zárnak be, ezért a feladat feltételének megfelelő pont csak az X-tengely 


5 
alatt léhet. A fücgvény megfelelő szárának explicit egyenlete: pzz HT 
x. 


5 -L 5 5 
FK 5-— sz —3x a FE Fe — 





Az érintő iránytangense tg 607— 3. 
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A keresett nont abszcisszájának meghatározása: 


§ 35 DB 125 
4 man —-- EZ —T X .— — a 
3 : Xx ; ) 17 


5Ű, ábra 





és így az érintési pont 


3 ki 
e[ 25 0] 
aaz 
F5 


37. Mekkora szög alatt metszi az y—--2xtő egyenes az ysgyx 
görbét (51. ábra)? i 
Egy görbét meisző 
értjük, amelyet az egyéne 
Az előbbi kérdés megvá li 
kell határozni az egycnez és a görbe 





egyenesnek a görbével bezárt szögén azt a szöget 
s a metszéspontban húzott érnntűvel zár be. 
tiszolása tehát a következőket jelenti: 4. Mer 
metszéspontiait. 2, Ki kell szármiítati 
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si. ábra 


a melszéspontokbéli érintők iránytangensét. 3. Áz egyenes és az érintők 
tránytangense ismeretében meg kell határozni a bezárt szögeket. 


I, A metszéspöntok kiszámítása: 





ys3yr 
y—-—2éetS 
—2xt5-3 Fa: 
2x43Vx—5—0, 


Az egyenlet Vx-ben másodfokú, így a ; . 
egyenlet megöldóképletét, így alkalmazhatjuk a másodfokú 


—— —3tFf9rm —-3t7 
Vöaz —— me—  — 4 





LELI EL 1 


4 4" 
— -— 10 hr 
Kin — 1: Kx — — sa. — 
[B 4 2 n 


Megjegyzés: A felvett görbe egyértékű, mert nem az v—t3Éx függ- 


vényt adiuk meg, hanem csak az y—3kyx függvé 
1 , 1. ] Egvényt, amelytek az 1-5 
pont kivételével minden pontja az X-tengely fektt van, Így negatív ordi- 


nátája nincs. Tehát a két gyök közül pill ez i 
a feladatnak. ev zül csak Vx.— 1, vagyis x,z1 megoldása 


mazli; w73Fr 53. 
A metszéspont: P.(I; 3. 


ú  Difereuciálszámítás 
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2 Az adott I. egyenes iránytangense: mm — —2. 
függvény deriváítja : 


1 
dl Bő 


; A 
F — megyen 
2yx 


A derivált helyettesítési értéke az xis1 helyen: 


-p 
dai 


"(1 3 
y ( at 


ez az ax. abszcisszájú ponthoz húzott ériniő — II. egyenés — HrÁIYy- 
3 


tangenise, VAgyiS m-t . 


A I. és a II. egyenés által bezárt szog tangense az ismert képlet szerint: 


3 fi 
—T—— —- 
114 — afta 2 2 7 
tes s ——— E — — ze -— zs], 
7". I-4inyma 3 -2 4 
1—2 


A bezárt szög as 60 §. 


2x fg 
23. Yang PF —: 





2(x8—1)—Zxe2dx  261—2—d4xt  —242—2 


Yang 7 (t—-Iy (4-1) 
zá Da 3x Fog 
dm Ter zádtdtó 


— (4x4)(4x—6)— (E 32) 
§ (4x—6GY 


TT 


16x3 4 12x—24x—18—8x1— 12x 
(4x—63 


——— 
—r 


82—24x—18  2(4x2—12x—9) — 4x?—12x—9 
Tax 6R  480x-3Y 2(2x—3): 
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Az ys3Y4x—3t 


. Vx2 





25. y je; y —? A törtben levő gyökös kifejezéseket törtkitevőjű 
Vx-42 
hatvány alakjában irjuk : 





xs 


l -5e 1 ti 2 
Fé 3 42) -(xt 62) a a 





yY — 











1 
(c? 4-2Y 
] 4 2 a b 4 
a? £ (xs 42-b12)-k é 
e 7 FERGRRNN 
(x5 3-2 
Fo. 2 -L 2 4 
ex $ gy a ex 8 xy B 
—- ri — 
(x? az 
I i 2 
ketartolet  —-tej 
a .§ 3 0 éyx TT 3ye 
A, HNKKKR NE 
(1 a.2y (Vxr2y 


A most következő szorzatok nemcsak szorzatként derivál- 
natók, hanem a deriválás előtt a szorzás elvégzésével hatvány- 
függvények deriválására is visszavezethetők. Ezért a feladatokat 
mindkét módon megoldjuk; így meggyőződünk arról is, hogy 
mindkét úton azonos eredményt kapunk. 


26. y— Kx(x- x3): y:z? 


$£. Megoldas: 
1 
yzx"(5x—ogy, 


ú" 
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y tm z (5x 5) Hx (5 Ax: ezi 
§ a ii: ko. 
——.g a a-őxt—ár?t — 

2 2 
13 ? 


15 vi (2 — 
3 Va Vh st[X. 
2. z 2 


HI. Megoldás: Mostelőbb végezzük el a szorzást. majsi azutáraíletéentejálvak : 


1 1 2 

vsz kt(5x—xj ei! ax; 
ik 7 zo 13— 7 e. 15 — ! - 
- yt ——-xt —— Vx-— Fax? -——Vx— —xt[x 
p xy Fel xy zh rV " F 


A két eredmény tehál valóban imegégyezik., 


3. ha , 
Bi. yz r-t] p ? 


ai 


I Megoldas 


1 :£ 1 
yzxtxt-x th; 


3 A 1 a d tt H.A 
2, 1 ri B 
y-—x I(xt—x t)ra ma "kex "s 
a fs 
1 bd uz 0 £fl -.3 il - 
m-x t(xt—x "Jax ES "p-—x "1 
3 Lt 
r 1 fi 3 g kb ii ii 
z —— - 
NNNNA $ B. ks kh h. É — 
ee x 3 x 7 a x Tt j Ax 
5 1 1 Il B Í 
le Ér tér atln a Tt 





éz Va GYx ezVz 


I. Megaldás: 
A feladat megoldása, a kijelölt szorzás elvégzése után differenciálva: 


1 RA -1 k.§ t..§ ML - 5 
vsz xtíxtx tjoxttxt—x j —x5-x §; 


3 18 4 az S I 
y-z t-x fe— tt sz 2 4, 
Me : VRNNN B ő 
GYx 6FVx? 6Yx GxVx 


.É3e 2 
28. y—(1—2xtx [5-0], y 5? 
. Fx 





I. Megoldás: 
4 1 
—(1—2x-tx-?)j(xi—?x ?); 
, 4 1 ] .2 0.2 
y (—2—3x"59(lx5 —2x £)4(1—2xixt) [5 3 ax "j- 


.1i A FA 





a l tl . LŐ 
z eget edx ! hár Ti6x ? Ht—x § Za 
3 3 
a A -2 . A A re 88 3 


—2x t"4x " m-2Fx-— -k 


Va 


4.6, I! 241 DI 2 1 











tTt— mt -— 


3 Ka 3 3 Fri Ke Fax Fax 




















8 3 A 2 Fi l 
z ——m Fxe mr t—t1—— TR tt —— 
3 37 xii Vx Va iz Fx 
8 8. B 2 fi I 1 
5 Vr — F t—— mp 


TI. Mepoldás: 


Most előbb elvégezzük a kijelölt szorzást, és azután differenciálunk : 


L1 -A 
y—(t—2x4-xölxt —2x 3) e 
I 4 a 1 2.7 
— ax 2! rx 1—2k Tax? —2x :; 
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hp 2 g 1 g A 5 úg OL OZ 
y s---Xx tegez tax Talgx t-idx te 
3 
3 
1  8Yx 8 I 2 OT 
1 B 3. B l Z 7 
- — —VFx—-—— 41 — HF t—. 
3 Ve 3 se xéx Yx xiyx 
A két eredmény tehát megeryezik. 
3x  GYx 
29, y 5— —r— —; V -? 
" 4x—2 5xt—3 
L a 
löxx 18? 
PF 


— (4x— (S 3)  20457—Jüxt—l2xt67 


R.§ a 
,  Z7xT(2022—1017—12x4-6) — IB? (60x? —20x — 12) 
lN 12023 — 107 — I2x-46Y 
A kijetölt műveleteket már nem végezzük el. 


Most az összetett függvényekre oldunk meg egyszerübb 
feladatokat. 


38. Y—-ÜXETÉ, us dxt7; yzif. Egy elsőfokú függvény (ír) hat- 
ványfüggvényét kell tehát difflerenciálnunk. KGN 
A feladatot úgy oldjuk meg, hogy y-nak u szerinti deríváltját szorozzuk 
u-nak x szerinti deriváltiával (x helyébe behelyettesítve x-et tartalmazó 
kifejezését): 
dy  dvy du dy 


— z —r—-; — — Zs 3xtT?); 
dx du dx eli 


d g És Így Ha 68x47) — I8x.442. 
dx ix 


31. y —(SKILAXZALY S; uz Stadt a]; y-ut 


dni 
ksd s — 34742 —3(509-Hdxt lyet; —7— ist Ba. 
dut dx 
dy  dvy dő — 3(1542-- 8x) Ax" 4 24x 





dx du dx CGStá4áxtily TEFETEETÉ 
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Ve KN) 
32. y— zta VGx332x; uwzóx-tir2xi; veYVu— ut, 


1 -2 ii -i iÍ 
Sea ! — — (6x7t4-2x) ! — ———  —,—; 
w 2 2 ZVőx "-4-2x 
Éz 
-— z —]12x713- 2: 
ér 
ÉV [: 2—12x"3 1—6§x"? 
az 7 — Tr (7 t2x7 142) ——-— 2, 
XX  ZV6xt42x 2Vőx:a2x  V6x "342 


33. 3 sa (Sz: —38Y4x 4 6. A szorzatfüggvény mindkét tényezüje ÖsSZz6- 
teti függyény. Előbb az egyes tényezők derrváltját külön-külön meghatá- 
rözzuk, es csak czután deriváljuk az eredeti szorzatfüggvényt. A feladatot 


már a láncszabály közvetlen alkalmazásával oldjuk mer, mert a sok 
Klölés csak zavarna, 


yzfGor(x), ahol F(x)—(56—3y és g(óz Fő. 
f(x) sz 4(5x7 3 lüx — 40xr(5x — 3: 


3 
Fáxtő i 


A tényezők deriváltjaut ismerve, a szorzat deriváltja : 


t .L 
f(x) az 7 TŐ) F.4 sz 


y —f (drl) tj()r (x) 


s 4lxíiSs -3FV4xt61 (5x3— 3. 2 





—— 
fes.8 


F4x-t6 
a 25. — 3) 
— (5xt— 3 [docAuthor] —T . 
F4áx4-ó 
2x 
34. y FF EZT g FF — ? 
Vőxt 4 2x 
I. Merpoldás: 


A törtnek csak a nevezője összetett függvény, így elöször annak a deri- 
váltját határozzuk meg. 
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Legyen e(xr) s Vőx? E2x — (6x" aZ; akkor 


! -b ór--1 
247 i6x 4 2x) "(12x32—— kh, 


Vőx" Hz 
Az eredeti függvény deriváltja: 
öx:ri 


2 FV 612 -k2x — 24——W—— 
, F ős 4 2x 


li úx-Hír Ni 


T(6x 4214—Zelőxt B) 
(óx7 4 ZAY BETZx 





12? 44x— 1347 —2x Hi 2x 


SET BP 


Tal 


ke 
(éx? 42) 


H. Moro (dás: 


A feladatot úgy is megoldhatjuk, hogy a nevezőben Ievő kifejezést fel- 
visszük a szármlálóba, és a kapott szorzatfüggvényt deriváljuk, Öldjuk meg 
a feladatot így is! 


Tr -A1 
ps —— ze s Z2xlóxtr2ó) ". 
6x" ér 
1 
0. 


Legyen A(x) — (6x7? 2-2) " ; akkor 


6x-t1 


Fi6x:1-2xF 





-A 
A(z - (6.2--2x) "(122 s 


Az eredeti szorzatlüggvény deriváltja tehát: 


6xi-1 F 


i 
"ma T(6x23-2x) €-k2x MEg 
" KGAF2Y 


2 126--2x — 128-44x—l2x-zx 
 VeérZ  MGSIDE KE rZJ 
2X 
TESz 
Az eredmény az előbbivel megegyezik! 





ee NN 2 
35. p— KŐ H2xFP —GEHFINT; yz? 


2 -1 1 
ye 8x42x) Tóra. 


3 F3x-b2x 
d 
Ya. kár? ; 

36. psz — Egy ET Legyen 


e ANN 
utxi— Fox" kárt 


LL Fr RNNYRNR 1 
(zt -hdxre tő , és v(x) — Fdxt hix? — (doch ét; akkor a számlála 


il. nevező doriváltsa : 


tr 1 ns - 30x1—ifx ő 
u s az te kAx TT) 5 30 — lőx 7) a S NNNNA 


3Vt6é Tr dxe je 


és 
1 -i 28x5-$ ÜK 
LV sz zt) F (28x5 3. 9) — — S . 
5Y4xtrixökt 
Á törtfüggvény deriváltja: 


3044—16x"" 


!  ARRRRNNN : NÉL? a 
Vádat — Fő háx e! EZÉ 


bi TARR 
3 É(6xt 4 4x7 te 


Hy 7-—— FEET ——— 


B 
Kid 13 
5 
(S E30xt— Iéx 9 (Ax b 368 3 V(6x5 táx (285393) 
5 KKK: 
15 F(dothháx yt Kiőétáx éj 


10(1527— 8x "idos 4349) — 3 (6x" dx (B — 9) 





[FR : TRY 
IS(4x7-43xX) Vá4x? th 3x? K(őxt bázi 


3. ITrigonometrikus függyények deriváltja 


Az egyes szögefüggvények deriváltjai a következők: 


z 


— slnXx; y — C08X, y7-Cosx; y ——sSinx, 


; l 1 
zz tgXx; . —eigx; y s ———— 
, E y cosix ? SX; 9 sin ax 





a 


Gyakorló feladatok 


1. y—2smnmx—icosx; y-? 
y—-2cosx-t3sin x. 


2. y:5tgx—2Zetgxi; y —? 


5 3 
t——— 
e cosx an x 





3. y—Fxsinx; y—? 
I 


y—-—x"sinx; 


-1 E SÍMA — 
yz—x !sinxtx! c0sx — z Vx cos x, 
2 Z2Yx 





4. y-ősinxcosx; ys? 


I. Megoldás: 
y-5c05x cos xt5 sin x(— sin x) — 5 c057 x—5 sin" x. 


Az eredmény a kétszeres szögek szögfüggvényeire vonatkozó azonosság 
alapján átalakítható; 


y — S(cos x—sir xy) — 5 c085 2x. 
I. Megoldas: 


A feladatot úgy is meg lehet oldani, hogy a deriválandó (üggvényt 
alakítjuk át: 


5 e Hi 
y—5 sin x cos x mel sin x cos x— Sim 2x. 
A kapott függvény összetett. 
5 
y — 7 hess Zxreé ez 5 c0S2x. 


Az eredmény tehát az előbbivel megegyezik. 


mú) 


5. z sin Főx ; y 7? 


1 
yssinlőx. 


A függvény háromszorosan összetett, mért egy elsőfokú fügrvény CS) 


irracionális függvényének (V5x) trigenometrikus függvénye. Alkalmazzuk 
a láncszabályt: 


1. § .1 s §x 5 
ya [dos TA sg tis a SES VSz VS cos Sz 
vá 2V5x 3Éx 


I 
b. Y5CO5 pri y-z? A függvény egy hatványfüggvény trigonamet- 
rikus lüggvénye alakját ölti, ha a következőképpen írjuk: 


ye cosíx 5, 


[ 
2s5mx ? tsin —a 
yo z[— sine 2 (— 273 Sz 
x x5 
[ 1 
7. F-COSAXTCOS D63-cos x-h cos xb COST COST heos y :? 
x 


y— €05.x1-C05 2x 3 cos" ax rt C0S xtreost at FeOS Xb eüsx tt 


Á függvények a felírás sorrendjében : trigonometrikus függvérry : lincáris 
függvény irigonometrikus függvénye; trigonömetrikus függvény hatvány- 
függvénye; hatványfüggvény trigonometrikus függvénye; hatványfüggvény 
irsgonometrikus függvényének hatványfüggvénye; törtfüggvény trigono- 
metrikus függvénye és ismét az előző típus, 


y — —sinx--íisin 2x)-2-t 2 cos x(—sin x)— (sin x) 2x 4 
42 cosatf— sin xy-2x— sin xt)(—1x fh (sin a T)e(— dx — 
sz sin x—2 sin 2x—2 sin x c05 x—2x sin v— de sin x? cos xt 4 
1 , 1 2 I 
Fk — sin — HF — sin — , 
xi x xx x 
B. p-igísinőxzji y —? 


Az adott függvény háromszorosan összetett, mert egy lincáris függvény 
(5x) trigonometrikus függvényének (sin 5x) trigonometrikus függvénye. 


. l (xos 5z)-5 5 cas 5x 
s — ———  — íros 5x)-5 — ———— ——— , 
jé cas? (sin 5x) cos" (sin 5x) 


91 


[d 


1 
a. — -r— am sz (ete 8x ii; m—? 
y cí öz íctg 8x) y 
—1 8 8 


Wrz— d (cg 8x1 te z- 








19. y— sin 3x cos 5x melxodkix]; y —? 
gidz3coszx; f()-—S5sin5x, ÉS agy 
vV —3c0sÍxcos5x-töin 3x(— 5 sin 5x) — 


— 3 cos 3xrcos 5x— 5 sin 3x sin 5x, 
11. yzYx—dcostóxi y —? 


a - eret 


Legyen gíxh sz FKxt—3—(x2—3) , és h(x) — cost 6x; akkor 


1 x 
Fk .2x — 





ESET 


kh (x) — 2 c0s 6x (—sin őx)-6 — — 12 sin őx cos őx, 


F(X) - (—3) 





Y-T il cos! 6xt FK —3 (-- 12 sin őx cos 6x) — 
3 


— enem GY x2— 3 sin 12x. 
VKs5—3 








(Ennél az utolsó átalakításnál felhasználtuk a 2 sin e cos a. — sin 22 Összes 


(üggést,) 
12. y — Sin (ú7—-3xt-d); vy —? 


y/ — [tos (6x2—3x FDI (12x—3) — (12x— 3) cos (6x2—3x 42). 


1 


13. y 5 sz ÍCOS 6x) §; y-? 





Fcos öx 





1 -8 ; 
y— Ta ícosóxr) "(- sin öx):ú — -—-———— — 


3 sin úx 3 EE Úx 


mmm: ai hmi——ü — 
ea —— 


(cos Gx)FKcosőx KcOsGx i 


sí áx (sin? Ba)(etet Ba]  cosiBx 


-. ft E 
14. y 2 cost fiz a [dose] S; vo? 


;, x1]-5 1-2 1 -4 

y mm — 4lcos (xy: i [7 sin ax. F) (3x) §.2— 

4 sin K2x 
Fixrleos K2xPF i 
Xx 
18. F sin eszet vo -— 9 

x-—1 

ve [es gi ) a17—j—xrix —a—i x 

j 7 xt—1 €x2—]B 7 tazedgy lg 

, Íx ; , 
16. ps Were y—? Először a tört deriváltját határozzuk 
Ke 4 
neg. kepgven 
Ax -1 

x(x) — ——esz— sz 3x(6t— 4) "; 

Fúxt—4 
a -4 i 2 
x (-x) — 3(hx" — 4) ba 132[ -—] (6xt— 4) : [dys 
A 18 18xt—12—18x —12 

Vőxz—4 Kós gy Véangp KéSzap 











; 3a 1 —12? 
y — 2ZÉtg--—— - 1 1 —— -—  —[. —— — , 
Vóx— 4 a. B K(6x? - ap 
COST —— 


. ye Feossinőxt; y-? 


1 
y - (cos sin 6ef ; 


v 


l 2 
§ (cos sin 6-7) 5 (— sin sin őx")ícos x):12x — 


— Gxeksin sin 6xtkcos úx" 


TT Lt ehet LE. - 


Feos sin őz? 


33 


18. ps tg(etg5x); y 5? 
l —1] .§ — 5 
—  costíete5x) sínt 5x - (sin 5x) cost (etg Sz) 


4. Exponenciális függvény deriváltja 


Az exponenciális függvény deriválási szabálya a következő: 
y—-a" deriváltja v—a" In a. 


Ha az alap e, vagyis a természetes logaritmus alapszáma, 


AZAZ 
yze, akkor a derivált y—e"ine, de mivel ine—li, 


emiatt y—e. 
Ha a kitevő nem x, hanem x-nek valamilyen függvénye, 


akkor az összetett függvény deriválási szabályát alkalmazzuk. 


PI. : 
y- agár yo — ed fe) lna, 


ill. a — e esetben 
yen, y ety (1). 
Gyakorló feladatok 
1. y- 5e"e3zer; y 3e" Get 
2. y5- ses getsageT; y ez — Se" pises ráxe. 
3. y — et rerszoetrtő, y —? 
ye2xe7 —( sin jessze — zett] 
ú 
4. y5 eaz a őrá; y-? 
l 1 
yz€lna— a" Inax2aő lna agar azt] In a. 
5. ye Tag AZ se s; y-? 
y —1277.dx ln 124377(—20) ln 3-42-59"5 cos x In 5, 
yző .2xin12—377xm3-4ő"tter cos x1n 5]. 








, I 
A. l 
b. pm My "s? Legyen kg g sz í(xti1y t; akkor w (rj— 
XL 
. . , ÉS 
(x HÍ 
jee TT In 3 
hi ln 3 — — ——---- , 
CLT (xi 
7. zsét; vyY7-? Legyen wíxz-sím x-dcostx; akkor 
v (a) : 2sinx cos x-h3 cos x(— sin x) —(2—3 005 x) SI Xx COS Xi 
yos gerűztomőz (2-3 cos x)sin x cos x] in 5. 
H. pszúüztkér: ye? 
1 l -4 Í 
uixyzóxrxt; wíix)s61—x " — 83 —. 
2 2yx 
I 
yz ser [6 -] in 6. 
2Vx 
ft -) 
9. psz ússz; pyz? 
sz 2x c0sx—x(—sim x) 
"— are" In ———űű -.. EM Je 
y te, ú- cost .67es7 In ő — 
Jxcosx-bxtsinx 37 
Ez s, fp EVEX Ír 6. 
cos x 
10. ve ezér; y —? 


11. 


yeteryed mzgereet, 


er pest 
17 ezető y-? 
(e7—ety "s 
let dete e Zete 4 Bets— See step JeteTete 
Temet 
- 3e77— get gp sepivet  eP(seT der gier—g) 
(es — eti TT e" (tt —ejt H 


e75—3e"7410et 3 
es1— ety I 
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eszak 
Ca —ra e79 gt — 
m 


em 


grogztaő. y ? 


i2Z. y s 





ye cos xtaty gtasr be? (— sin x-kÖxjese ra 


13. y— e" cosx; y-? 
vy—se cos xi-et(—sin xy) — e"7(5 c0s x—sin x). 


14. y— ér"7cosx; Y—? Legyen ufx)— és"; akkar 








1 as": In6 
ír hr) sz ét. — —- in h — —————  . 
cast ax cos" x 
és" inő . In 6 . 
y s —— —-— 005 x46s"(—sin xy — ött [ — sin x]. 
C0st OS A 


I5. y — sine: v-? Legyen uses; akkor win z et 2x 


— 2xe. 
vs 2xe e egseő, 
ló. yszcos3"; y 5? 
Legyen uí(x)— F", akkor w (xv) — 375 in 3. 
y-(—sin 37 ).3".5ln3——5.3"7 (sin 397) in 3. 


1 
IT. y — ms —tg-t5" Legyen uia)sz 5", akkor wéx)— 595 e6ln5. 





—12-5"]n5 


1 
Fa (2 tet st). — — 597 .6ln 5 — -—————— , 
y í Ztg 3 ") cos: ge 6 tar gin cost Fő 


5. Hiperbolikus függvények deriváltja 


Az egyes deriváltak a következők: 





X.4—X 

y—shx s 3 y — ehx. 
x —-x 

py- ehez; y — sh.X. 


thx z- e" — 7" 1 
§ 0 ezet XS ehe 
E" 3-e " l 
y : cthx — y - 


(Gyakorió ieladatok 


hb. ga $5hr—dehxk3tha: 


3 
Yy z $chx—-d:hrhH—, 
eh 


tnx 
2. ysshőx; y —? 
y:5ch5x. 
a. ye dsh3xrtőchró-cihax; s? 





1 
y s 4-3ch3vr--5-2xs5h x2t — — 12 eh 3rc-- hÚx sh x?-- . 
shi x sht ax 


4. y:zehtűx; 
ys2chóőx:shéóx-őziZshőxehűx— 6sh ÍZ. 


y s? 


Az utolsó átalakítást a sh2xsz2shacha összefüggés alapján vé- 


géztuk. 


T 


5. ysth:Sz; y-? 
Z20x th 5x 





—chú Sad 
b. yz- shíló—3x- A; v-? 
y —(6xt— 3) eh (23—3x— 4). 


yz2 th 5xt 3 
ch 5x 


T. yszáhícosx)i y -? 
ya ch(cosxy-(— sin x) sz — sin x chf cas x). 


3. yzeosinashxtchxtgx; 





i 
y a cos xsh rd-sin x ch xtshxtgrtchr . 
cost x 


( kifarenciálszárntiáz 97 


25shxTtchx 





1 97 th" x i 
; (2chor-sha) th? x—(2 sh x-keh 1)-2 th x.—— 
y th! x ji 
Zzcehxtshx 20shxtchxjcht x 
N ti x Ni cH xs? x 7 
2ch"x chxx dchx 2chix 
Tex shx sk ék 
Kxksinx 
ÉRE SEETTETT 


yo OO LAthagjE 


A további átalakításokat nem végezzük el. 


11 li "—? 
eyz y -? 


3xchx—shx 
ch: x 
2. y — shíietterh y-? 
— [ch (erre 2er 4 2xe 


13. y mehet eg; vs? 


ba 


Fy — 


y z [sh ÖS 4t g-t ln 544x-4fő9 ln 4—319-67 in 6). 


14. y ssh Fő3t1:-eh(52— 3); y 5? 
—— 1] A 
y zt (ch Yőx-1)-- (61-41) $ , [dx .ch (Szt — 3) 


2 sh Vőx:-t- 2 - ish (Sxt — 3)]- 10x — 


Sx-3 — 
a §zehVéx t1chőx ő  igesh FEKTET sh (Szt — 3). 


V63-ri 


Csá Too] (274 23) — WV sin) [3-2 m2— err] 3.27 n2— ez) 


6. Logaritomsífüggvények differenciálása 


A illerenciálási szabály: yzlogyx; y— 





e. 


xina 
. : 4 
Ha logaritmus alapja e, azaz y —Ín x, akkor y PÉN" 


mivel nes ll. 


1 1 ; 
Megjegyzés: Ha y zmax, akkor yzze azz— , tehát a 


harimely valós értékére az In ax függvény deriváltja z (Ha 


a 0, akkor csak pozítív, ha a--ü, akkor csak negaüv x-ekre 
curimezett az In ax függvény!) 

(ryukorla feladatok 

ii. yos 51nx-kiln2x; y —? 


1. yam(3xtá) y7? 
h 3 a 3 
jrkd 344 


[d 


yo 


4. yo -inf3et-t2x-ék y 7? 








yi CD tőxhg— ERT , 
33 -t2x—b 3x-4H2x— b 
d. y  Insintx; y-? 
I . 2 €05x 
Yo c sZ sin xc0üs x — — sz 2 éig x. 
sir? sitt x 
§. ye Ő 3x : y5-? 
4x--3 
4x— 3  5(4x—-3)—Sxrd 020r—15—20x —3 
Tsz (ax Sztáx—) — x(áx—3) 


I isa 


ky 
nál 























Ü. sz [In — a "mm ? 
? sín x 7 
R.§ 
(2x 4-1)" 
y - in ———-; 
sin x 
1 -4 2 
. —(2x-b1) § :2sin x—(Zx-H1)? cosax 
Sit x 2 
poz eg tg ze 
Üxtty 
Six —— 
S eF2xtleosx 
2xrtHI1 sin x—(2x th) cos ax I 
s — s —— E-t etg x, 
K2x-61sinx (2x-HIdsinx 2541 
7. y ss lhí(cosxzsisixi; jy —? 
T a 
y s — 7] e (—sin x sin? 2x-4 cos x-2 sin 2x c05 2x:2)— 


cos x sin 2x 
4 sin Íx cos 2x cos x— Sim x sin! 2x 
Ni cos x sirt 2x 





4coszxrcosx—sinxysinalx  deccsáxtos x—2 sin x cos x Hi 


lt TIT 1 -T——— ee, NT TET NT MT 
fs MP — 








NI cos x sin 2x COSs x sin 2x 
2 cos 2x—SITÉ x 2 sin x 
a 3 SE — A cig2x-— e —— s 4ag2x—tgx. 
sin 2x 2 sin x 008 .X 
sh 2x 
8. yz in y —? 


sin x Z2Zeh2x an x— sh 2x-2(sin x)icos xi o 


Lui 


sh 2x sirt x 


az 7eh 20) (sin) — 2 Éh EÜ COS BD a j gy2y2etg ex. 








ísh 220) (sin x) 
ü. ye igíx id); y s? 
l l 2 


s 


E a 4 a) — ——— em , 
PF zeH3 lal9 0x4Pin10 
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10. vy  Ip(647—iüxt-t-5y; y 7? 











1 1 x(18x— 204 
E ——— na 184220 ET — tárta eh — 
y 6x7—10x" 4-5 mig" 7) (6x3— 10235) In ID 
BH 
két 3 
11 Ig ———— z? 
C0S x 
zL 
s. te EFOD 
Ni Cs x 
Mr ő 1 
MR 2 1: S a ú —d tni 4 —a ÖF 
C0$ x ! gk 3) dx cos x—(2xt— 3) (-sinx) 
2 hn]ü cast xy 
(2x1- 3)" 
4Áx COs5 bj n. 
— id p F2xt 3 sin x 
34(02x1—-3y 


pc ONNNRNNNNÉR 
FK2t—3 (cos x)m id 


Ax cos x-t3(2x7"—3) sm ax 4x (Ex 


KENETET SOT TERMET SETTEL ÉTET ő 


3 
Az utolsó előtti lépésben a törtet böviítettük 3 K(2xt— 3yt-nel, és ezzel 


az emeletes törtet eltüntettük. 
12. y me" ln2x; vy-? 
F . 2 Í 
Yale" Inh2xte5.— mer [n2xa 6] , 
2x x 
43. po m (cos! Zil Szén y7-? 
; . i 
y om 2 cos 2x(—sin 2x) 2 ét 55 3-cost 23 sea 19 - 


: 2 . 
ut — d cos 2x sin 2x Ín? sa 0005 2 hel 5 


hee 
a 
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14. y-inícoszshx y-? 
1 
y- ——— —.(—sinxshx-tcos x ch x) — 
cosxshax 


cas xchxr—sin xshx 


— ethx—tg x. 
cos xshx 
15. vzsininíl2x; y —? 
I c05 in 12x 
"zzz c0s ln dé "ááá —-— ——- 
xX 


16. y—shiné xi; y 7? 
1 4 (eh ie xi 
y sz chi 2 ln xt.—elg - kellne) Ún) . 
fem 
IT. pyseeztisssi sz? Mivele"" — ax, így y—ete tes — etegin ts 


mert da; 
yz le5.2xret 2 —2e"í2xitI) 
18. y—elésr; pz? 


1 Zetaőz ig 5 
y z etse.2 In Sx— Sz A, 
5x 





x 
19. ps log, (62—4á); y-? 
ENNE KERN SGGYNNNNNR KE úx 
Tas n5  (66-ginS — O4-dmSt 


7. Logaritmikus differenciálás 


A logaritmikus differenciálás módszerét akkor alkalmazzuk, 
ha a differenciálandó függvény hatvány alakú és mind az alap, 
mind a kitevő x függvénye. Fizt a függvénytiípust exponenciális 
hatványfüggvénynek is nevezik. 

A logaritmikus deriválás médszere a következő: 

Legyen y— f(x" alakú; először mindkét oldal e alapú 
logaritmusát vesszük: la v-lnfíxyt)—gíéoln f(x); majd 
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mindkét oldalt deriváljuk x szerint (mégpedig a bal oldalt 
összetett függvényként, a jobb oldalt pedig szorzatként): 


a vy — e(x In f(x)it-eix) 75 f 01; végül y-t explicit alakra 
hozzuk fés p helyett f(xyő)-et helyettesítünk vissza): 


f 62 
f)i 


A gyakorlatban nem a végképletet alkalmazzuk, hanem az 
eljárás szerint számolunk, mivel ez könnyebben megjegyez- 
hető. Tehát minden alkalommai a következő lépéseket hajtjuk 
végre: I. Az explicit alak természetes logaritmusát vesszük. 2. 
Differenciálunk. 3. Rendezünk. 4. A jobb oldalon visszahelyet- 
tesítjük y-t. 





y z f6g le CG) laft)t- gt) 


Gyakorló feladatok 


1. szet; y:? 


Megoldjuk a feladatot az exponenciális függvény deriválási szabályának 
felhasználásával és lögaritrnikus deriválással is, mert a feladat mindkét 
módszerrel megoldható (ugyanis az alap nem függ x-től), majd össze- 
hasonlitjuk a deriváltakat. 


I. Megoldás: 
yzes; v-e.2x—2xe7, 
H. Megoldás: 
Logaritmikus deriválással: 
Iny-line— ax; 


d 


572 ebből y —2xy— 7xe7. 


Tchát a két eredmény megegyezik, 

A többi feladat már mind yz-f(xWín alakú, vagyis az alap és a kitevő 
egvaránt x függvénye, tehát exponenciális függvényként közvetknül nem 
differenciálható. 
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s — Ra VÉ — " L 4 ta 1 
2. yz(5-üV; y5? -ez65-) 1(—2x) la x-h(5— xi T— sz 
y ax 
in yzxm(5—2x); 
nyz xin(5—2x); xx 3-3 
— 1———i 
í vsz 
2 zh (5—2)3r—— (2); 3 x 
y 5a2x y FS $5— xi xhnx 
x VS-x 


2x 2x 
y — v [in (5 -29- ze] — (5-2 [da (5— 25) - —z 
3—éx 3—2x 7. yzÜniYS; y 5? 


in ye 347-Inl in 2) 


3. y-(6—győ; vsz? live stin(6—x7); 
Merrervrés: Iníilm Z2xoiazt jelenti, hogy a 2x lögarítmusának a lögzrit- 





2 22 In (6-7) -4- ax 3 -a(— da); musát kell kiszámitanunk. Az Iní(in Zxe)függrvény értelmezési tartománya 
y h—x azon x értékek összessége, amelyekre az in 2x--0, vagyis 2err1. 
pá sül y l 1 Ax 
" sz (6— xy a xy?) — — — zs őx int Ín 2x)t 36 ——--— 7 — őx iníln 2x)4-—— ; 
(6— a) [ne x) egri b y j in2r 2x in 2 





3x 
Ebben a példában — és az összes következőben —- már nem jelöltük y s fine [ő In( in 2x)-r 7 ! . 
NnLxX 


az y tényezőt, hanem a bal oldalon nevezőben álló py átfvitelekor a rnásik 
oldalra rögtön behelyetresítettük az eredeti függvényt. . ; 
B. y-énőzpéröri vy—-? 


In y — (sin 5x) inÉ In 513; 
y ÜXS X y 7 Í - ! ! 
— u — éw] öö r — zi Co 5 Í 1 Ha a 
ln y 5 (cos xi In x; 7 — (— str x) lú x-k a" y ( x) InC in 5x)- sín 3x Ínáx $r 
sirt sz] 


x in 5x 


4. yosxtmsi W.? 


a lk mem, 4 











y sz (im őxy e E íCOS szd[ in In 5) - 





ess [9952 . 1 
y 7 X (sin xi inaxi. 


9, y-tnagyő; ys? Inyz— 3 la( in xi); 
5. yzxőtés-si gs? Iny:z(s242x— 3) in xi 


zt xy 





da 
b 


i 1 
E ze 2x kal Im a)-e 
y In 


ax 





i 
"(xx ED lnek? h2x— 3); 1. . 
ú " y z(mneyő [e Inf in 49 4-b r] ze Zxün xy [nin XZJ1- ma] . 
s x242x—3 Ín ax In 2 
h kását ZOLL ES SS]. i 
10. y— (dass érri yi? íinyz-tcosxtara x) im dx; 
— 3 f J F 1 
6. yzx v; ys? — z (—sitt b cös x) In 4x-t (x05 -t sin 20) 77 4; 
yz xú— yi, , . c05 x-HsiNn x 
y — td rész (cos a — sin 2) In 41 4— — 1. 


Inys (5 -— xzyi In XK; 
104 LÜ5 


2e-3 3x—3 





Í1. pelőxjésti; v-? Inyz In xs: 
y7(6x) y nyz iga 
t  265x42—(2x— 3): — 
F (Sz t2É 5x-HZ x 
1bx--4—10x-15 2x—3 
ZT em mv,a —r,— ]Ín ür —- —— ——— 
(5x12y x(5x3-2]) 


19 2x— 3 
s ———— In őx-t —— — ; 
(5x-H2Yé x(53x-2) 


£r—öH 


essztmnáksl éxX — 
y z(éx 5 


———— - In 6x-- ———-— ? — 
zgy x(Sxt2 








ür — 
(úx) ra ezi 15) 
5x-H2 5xtt2 x j 


k. d 
12. y— Gx9Fs-i. v.? 


3 A.J 
la y — Fx—4ln 327? —(x—4)" In 338; 
y 1 -§ s; 1 
77 ze-9 in 3xt-(x— 4)" rés 
b 3 
in 3x3 , 2A 
k. , 
38(x-4y x 
s ki 
y - ny] bikásá en 
34a-gy 7 
f-! 
13. pe(Fe xy ; y-? 


a xi 
in y- xx In Fi s2x — 7 inett zx); 
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I nt. k -(4x1-.2) — 
y 3 3 xt2x 
. Rincér2) xá-sr2, 
3 30842)" 
v-Úzeny [een zs], 
3 3(xt34-2) 


14. p—(2djétt ő, ye? lny—(et 57) in Zx; 


bj 


1 
Cl (2e5 4-5" In 5) In 2x-h(z"" a 5) — 2; 
y 2x 





x ix e 
y s ügyön leeras ln 5) In 24 eg jé 


15. yeúéys e vsz? yoxiyiatri ]Iny—2ésinze in x; 


T 


I 
fi 2 (cos 2x)-2 In x32 sin 2x-—; 
xX 


y — xii [/docZ tnx —————— . 
xX 


X 1 íÍ 
16. ye K2x43—(2x-H3)"; y—? Iny—- —in(2x4 3); 





IZ BEnexrgrl 2 
y xt x 2x-t3 
—In(2xt 3) 2 
KNK NÉ ETET 
2Zx1-b ax xt 


RK 
Y2xt3 (2 InC2x439) 
x 2043 x 





dr 


€x . Mt. § 
IT. p— Ysin7xie" —(sinTxzerjb; y -? 


1 
Ín y — — In (sin 7 : 
y ax ( xte") 
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y l , 1 I 
2 sz hc Ím (sin 7x-k et) hr — — — — 7 cos 7x 7 2e") — 
vga imtdntete )tzn gegen Ves ixi2e ) 
emísin7xte") 7605 Tx-tlem ; 
Ni 2x1 2x (sin Tx-tetrg 7 


2 TeosTtfxek2er — In(sin7xr- 0] 
" ma Ven ix re ——— —— e] - 
! sxGin7xie) 2 


$r 
Vsin 7x-tket Ű 7 cosTxi2er e] 
N 2x san 1xrer x I 


ax MEA z . 
18. v— Fsinxz—uísinxpWt, y:-? inyz malnsin x; 











y 4 ] z 1 —dlhnsinx ,2etgx 
— sz ——— In sin xt —- COS X sz -—  —,] ,— . 
y 3x 3x: siüx 38 3a7 

, 3. : 2xctgx—4lnsinx 

a Fsivx a 
? ja 


Most olyan feladatokat oldunk meg, amelyekben a dif- 
ferenciálandó függvény többtagú, és az egyes tagok exponécn- 
ciális hatványfüggvények, ili. esetleg azok függvényei. Hyenkor 
a logaritmikus deriválást minden tagra külön-külön kell aikal- 
maznunk. 


19. psx d-lsinapies; y7-? Legyen visza" és y,-(sinxy öö; 
akkor 


T 


A Fr 
inyyzsz xIln.x; í In x4txrx——inxri]i; hsz xénxi 1); 
Fi x 
továbbá 


In y, — (sin x) Ím sin x; 


E aj 


kát (cos xii sin x-Hsin x — 
ya sin x 


cos x zz (cos x) (in sin x 3-1); 





yzsz (sin xy "ő (cos x) (in sin x-t HD. 
Tehát 


yzyotat se (nat 1) (sin xjo "7 (cos x) (ln sin x 7-1). 
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xX 

20. pzeFxisinatter; vs? Vigyázzunk! A tásodik tag csak ha- 
sorit az előző feladat mtásodik tagjára, de nem egyenlő vele; ugyanis ebben 
a példában az x5" szinuszát kell meghatározni. A második tag tehát 
olyan összetett függvény, amelynek belsü függvényét csak logarítmikus 
dilfferenciálással tuájuk rmeghatárózni. 

x hi 

Legyer ja sz Kxzx" és 37 $in gy, ahol u—aőt rt exponenciális hat- 
ványfüggvény. 

Most dertváljuk az y. és y, függvényeket: 


yi ; íÍ 
Inyys—Mnaxa; — s —-imx4—.— sz 
Fi xx XX 
Ínx 1 új na) 
m — ——— F— ——ti—lÍInuax]; 
a xz Ax 
, 5- 1—inx 
"1 7 
x 


y. — (505 új-ir; 6-t logaritmikus deriválással számítjuk ki: 


rat 


- at 1 
in u — (sinxyina; — —ícosa)in x-tísin x) —; 
u x 


: STI x 
wW sza [cos x) In x- e] . 
x 


Tehát 





; S1Ti X 
Ys zícosxzlazjasine [os x) In x 7 ] : 
xX 


xx 
P,. ,  Fr(t-ina) 
Y- NH tH 





pancser] [os x) In x- ei R 
x 


A. logaritmikus deriválást az esetben is érdetnes lehet alkalmazni, ha 


többtényezős szorzatfüggvényt, ill. törtíüggvényt kell deriválnunk. Erre 
vonatkozó feladatot öldunk must meg. 


21. ys(x4djlr (x-et ő) v-? 
iny— iníx-42)-tin(r—34-Iníxt 5; 
v 1 a 1 Í 


Cs — lmaz - 


y x4t2 x—-i xir5 


i l H 
Y -í(ct2j(x— 9) (xx 45 Éskése —zj 
já ) ( , xr2 x-3 xi 


zíx— 3 tti 2jlx et 5) (xx 2)(x— 3) 
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9. arte 9er2 . y—9 
(x—61(x—4(x—2) 
ln y — in (xt4)4-lin€x— 33-64 In (a-t 2)—]n (xw— 6) — 
—iníx—d4)-In(x—2; 


y 1 l 1 l l l 


y xt4 x—3 xt2 x—-6 x—4 x-2 
er ( i . 1 
— (x—6j(r—4(r—2) 


ÁL. e Cvarn — 


x-44 x—3 "xi2 


Eredményüriket nem alakítjuk tovább. 


8. Inverz függvények diflerenciálhányadosa 


Ha az eredeti függvénykapcsolat explicit alakja y— f(x), 
akkor ebből a független változót — mint y függvényét — ki- 
fejezve, megkapjuk az inverz kapcsolatot, amelynek jelölése: 
x —f7(y-el) NT 

Legyen az y —/(x) függvény képe az 52. ábrán látható görbe. 
Az ábrából leolvasható, hogy az x— p(y) kapcsolat difteren- 


ciálhányadosa, e megadja az F-tengely pozitív iránya és a 
függvény szelője közötti szög (§) tangensét. Ennek reciproka, 





52. ábra 
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Fé , viszont éppen az x-tengely pozitív irányával bezárt szög 
tangense. Ebből — a 





Ady 
4Ax  4x 
Ay 
reláció mindkét oldalának határértékét képezve -— adódik 
gat I 
dx dx e(W ef 
dy 


A módszert először olyan függvényen mutatjuk meg, amely 
eredeti-explicit alakjában is és inverz alakban felírva is könnyen 
differenciálhaló, és így eljárásunk helyességét ellenőrizni tudjuk. 

Legyen az vy— f(x) függvénykapcsolat vy—xt. Az inverz kap- 
csolat x — kt Vy (53. ábra), dec csak a parabola x — Vy ágát 
vizsgáljuk, azaz pozitív x értékekre szorítkozunk. 

Az összetartozó számpárok továbbra 15 ugyanazok; ugyanis 
ha pl. xy—2, akkor y—x? alapján y,:c4, vagyis a számpár 
által meghatározott pont P(2; 4). Ha viszont az x — Fv függ- 


y-x 


kb ak em ém ny Cm tm TM 





533. ábra 


[1] 


vénykapcsolatba helyettesítjük az y7:- 8 értéket, akkor x, —2 
adódik és a szimpárhoz tartozó pont ismét P.(2; 4. Tehát 
a függvény xörbéje az X£, Y koordíinátarendszerben változatlan 
marad. 

Határozzuk meg az y—x" függvény deriváltját az x,—4 
abszcisszálú pontban! 
I. Módszer: Deriváljuk az v— x" függvényt, és behelyettesítjük 
a deriváliba az xp—4 értéket. 


2. d ; 
ysz XX; iz z2x; via: 2458. 

A derrvalt értéke az x,— 8 abszaisszájú pontban 8, vagyis 
ehhez a ponthoz húzott érintő az X-tengely pozitív irányával 
akkora szöget zár be, amelynek tangense 8. 

H. Módszer: Deriváljuk most az x— Fyzyt inverz kapcsola- 
. d b 1 - . 
tot p szerint: Ze y-4:5———. [gy megkapjuk az F-tengely 
dy 2 2yy 
és a tetszőleges p ordinátájú pontban húzható érintő által be- 
zárt szüg tangensét mint y függvényét. Ennek reciprokát véve, 
megkapjuk az v— f(x) függvény bármely y ordinátájú pontjá- 
hoz húzott érintőnek az X-tengely pozitív irányával bezárt 
: s, d -- 
szögének a tangensét mint y függvényét: e ely. Ha ebbe 
visszahelyettesítjük y-t, mint az x függvényét, akkor meégkap- 
juk az eredeti yeffx) függvény .x szerinti deriváltját : 


Hy z 
37 2Vx — 3x. 


Valóban ugyanazt az eredményt kaptuk, mint előbb. 

Megjegyzés: Az inverz függvényre vonatkozó deriválási 
szabályt akkor alkalmazzuk, ha az inverz függvénykapcsolat 
deriváltját ismerjük, mig az eredetiét nem, ili. ha az inverz 
függvénykapcsolat deriváltja egyszerűbben határozható meg, 
wunt az eredetié, 

Gyakorlásul meghatározzuk néhány függvény deriváltját az 
inverz kapcsolat segítségével. 


1 


Gyakorló feladatok 
a 
1. Határozzuk meg az vs Vx függvény deriváltját. 
I. Mepoldás 


a... 
yzs Fx inverz kapcsolata: x sz y. 





. , dy 1 l a MEN j 
Mivel —— — — —-, ezzel megkaptuk y- Fx deriváitját mint y 
dc de 3 
dy 
; 3 
függvényét; y:z FKx behelyettesítésével a feladatot megoldottuk; 
tÉy 1 
de c I 
3§a 


I. Megeldáz: 
Most alkalmazzuk a törtkitcevőjő hatványfügevények deriválási szabályát; 


-2 1 


1 
ei W mg sz 
3 





A két derivált tehát valóban megegyezik. 


A  szögfüggvények inverz függvényei az árkuszfüggvények, 
Mivel a szögfüggvények nem monotonok, ezért inverzük töpb- 
értékü. Mi csak a főérték deriváitját határozzuk meg, de meg- 





H-UFG $intA - 
54. ábra 


B  Bufferenciálszámitás 
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adjuk a módszert, ahogy tetszőleges pontban meghatározhat- 
juk az érintő iránytangensét. Áz arc sin x főértékét, Arc sin x-et 
az 54. ábrán vastag kihúzással jelöltük. 


2. Határozzuk meg az ysArcsin x fúegvény deriíválíját! 
A függvény inyvérz kapcsolata: xssiri y. 

dx dy i 

——zűüzsyi — sz 


dy dx  CO8Sy 


Megkaptuk az v— Arc sin x függvény deriváltiát mint az y változó függ- 





37 17 
vényét. Mivel a főérték értékkészkte: 77 sz gy ur , és ebben az inter- 


vallumban a koszinusz nemnegatív, ezért a sinjv--coséy — Í trisonomet- 
rikus azonosságból cosy :z FK1—sinjy -— F1--x 


dy l Lo. l 
— zz —-——— , Vagy (ÁArcsinxy — ——— . 


T7— 


dx 1— 7 FL— a 


3. Határozzuk meg az y— Árcsin x függvény deriváltját az xp—0,5 
abszcisszájú pontban (54. ábrah. 


, 1 1 1 
y (0,5)-—-———— — —- az —— ast,]5. 


2 arr 


Vi1—o zs  Vogzs5 6865 


3 
4. Határozzuk meg az vy—arcsinx Függvény Fs— FI nr ordinátájú 
pontjához húzható érintő egyentetéti 


A szög 2 x, ennek szinusza xg— — 


7" 
Mivel az ysarc sin x függvény deriváltját ismerjük mint y függvényét, 
d Í 1 1 

i.—— nm — s -——-—--—. — --— —-, ezért behelyettesíthetjük ya értékét, és 


dx dx — (smyy tos y 
dy Í 
ezzel megkapjuk az érintő iránytangensét ; 
dy l l hi 


a) — ——m— — m—— [2 . 





Az 54. ábrán valóban látszik, hogy eredményünknek megfelelően, az 
érintő tompaszöget zár be az X-téngely pozitív irányával. 
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Az érintési pont: F,, [ r2 ; 2 j ,; az érintő iránytangense mz—y2, 


Cs így az érintő egyenlete: 





— 


3 V2 
ver [-5] 


5. Határozzuk ineg az y—Arccosx (főérték) függvény deriváltját 
(55. ábra)! 





[én úrak CO A 55. ábra 


Az yo Arc cos x Inyerz kapcsolata: X—Cos y. 





5 z —siny, cehből az y— Árccosx függvény deriváltja mint y 
fúggyénye: 

dy t 

dx 7 sin ye 


A löérték értékkészlete ÜSzyszx, ezen tartományban a sin szü, ezért 
a szögfüggyények négyzetes összelüggéséből 


snyz YI—cosy — FI —axt, 
ÉS iry 
de I . l 
— —- ———— , Vagyis (Árccos xy —— ———  . 
tÉT 1— gi FK1- 2 
a 
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Vegyük észre, bogy az Arccosx függvény értelmezési tariománya a 
f—-1; -HII zárt intervailurm, enack végpontjaiban viszont deriváltja nincs 
értelmezve, tehál száArccosx csak a (—1; 41) nyilt intervallumban 
differenciálható, 


6. Mekkora szöget zár be az X-tengely pozitív irányával az 
psz Arc cos x függvény x,—0,2 abszcisszálú pontjához húzott érintő (47. 
ábra? 


l 


TT r—— Tr — mp 
en 


VI-a 


Mivel pé z — , ezért 


1 i 1 
y (0297 ————— s -—— mr — — — 85 102. 
K1—ú ős FÜ9ő 098 


tea —tL 02; 180—a 7 45,5", tehát 
x: 1807—45 5 14. 


7. Határozzuk meg y— Arc tg x deriváltját (56. ábra)! Az ábrán csak a 
főértéket tüntettük fel 


u:Arc iga 


56. ábra 


Mivel az yes Arcíg x függvény inverz kapcsolata; xcz-te y, ezért 
il síró pyj-oost y 


——— sz ri szig yi]. 
osi y cosy gy 
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Az y-Arcig ax függvény deriváltja mint gy flüggvenye: 
Gy 1 
dx  igy-ki 

Mivel y—Arctg x, tehát behelyettesíve azt kapjuk, hogy 
(Arc ig xy — 





Ex 


Látható, hogy a dervált bármely x értékre pozitív, vagyis az Arcigr 
függvény szigorúan monoton növekedő, 


8.  Halározzuk meg az ysArcctg x függvény derjvaltját (57. ábra)! 
Az y-Arcoox fúszvény inverz kapcsolala xsecrgy. 













dx [i sin 4-Honsé p 
SITE (etet), 
dy sin sír y 
ebből 
dy l 
dx d FEET ye 
ye Arccígx 


X 
37. ábra 


Ezzel megkaptuk az y— Arc ctg x fügeyvény deriváitját mint y függyényét; 
behelyettesítjük a cig y— x kapcsolatot, és Így megkapjuk a keresett deri- 
váltat mint x függvényei : 


GY rArcct e l 
dx BA ezt 


Mint látható, a deryált értéke bármely x-re negatív, tehát az Arc cte x 
függvény szigorúan monoton csökkenő. 
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A biperbolikus függvények inverzei az arca-függvények. Ezek 
értelmezését már megadtuk, így csak a deriváltakat határozzuk 
meg. 


9. yzarshx:-lalxtFx3iT) Határozzuk meg a függvény deri- 
váltját egyszer az inverz kapcsolat felhasználásával, egyszer pedig logarit- 
mikus alak közvetlen deriválásával (58. ábra) 






ae. Las HL Hm 


g-arshax 


58. ábra 
IL Megöldáz: 
Az y—ar ssh x függvény inverz kapcsolata x—sh y; mivel TE sz éhy, 
epből az ys-arshx függvény deriváltja mint v függvénye: 
Sz tarshaj tai dhy . 
A  deriváltat x függvényeként keressük, ezért felhasználjuk, hogy 
chi y—shíy — I, amiből 
ch y - YI shty — FA ax. 
(A gyökjel előjele azért pozitív, mert ch y csak pozitív szárn lehet") Így 
(ar sh xy — MENÁSYT . 
Vix 
I. Megoldás: 
A feladatot az explicit alak deriválásával is megoklhatjuk : 


yzinlxtFei 1); 
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1 1 4 
y-—zez Ír etan 7 2x[ 
xFoeiti 2 
KE HE E7—]- 1 KET kr 
xtVFtr1 V2-1 xbFxtr1 VXFFI 
3 
Ké 


A két eredmény tehát megegyezik. 


10. Határozzuk meg az vy—archx füsgvény deriváltját (59. ábra)! 
A fügrvény görbéje az £-tengelyre szimmetrikus, kétértékű. 





a). ábra 


$. Mepoldás: 
yzsarchx-intetFé 1); x—chy. 


Most már az myérz kapcsolat felírása után közvetlenüt felírjuk a ke 
ka 
differenciálhányadost ! 


dv 1 1 
dx de o shy 
d 
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Felhasználva  chty—shtyzei — azonosságot: shyz 4Fchty—1s Tehát az y— 3 In(x--Vx—1 ) függvény deriváltja; 











srrY.eé-i, így ; 
y5-Ti . 

dy Í 5-1 

a": xi] Így minden x értékhez két derivált tartozik, az y-archx X-tenpely 
tehát feletti, ili, alatti ágainak megfelelően. 

; At. Határozzuk az v—arthx függvény differenciálhányadosát 
tarchx) st k (60. ábraj rözzük meg y egvény y 
Fr 1 


A plusz, il. minusz előjelet aszerint kell figyelermmbe venni, 
hogy a derivált értékét a görte X-tengely feletti (plusz), vagy 
X-tengely alattit minusz) ágára vonatkozóan akarjuk-e meg- 
kapni, 
if Megoklás: 

Az archa függvény logaritmikus alakja: 

ys-In(rtYxt— 1), 


Vegyük először is észre, hogy az szinietFG—T) és 
y-In(x-Y2—1) függvények az X-tengelyre szirnmetrikusan helyezked- 








nek el. 
Ugyanis 
wo T-— xi rni 
y -lo(r— VET) az in SZESZ VE tte ezerert) 60. ábra 
etyai I. Megoldás 
. Megoldás: 
x3-(3- 1) hi - 
s hin ————— a h1.-——— ——— — — In (xHVx1—1), 1. 1-4 
xtFkő-i :tYe-i yzarthx-— 1, ahol fxizi; xzthy. 
és ezért az előbhni alak Így is írható: 
yzimhútVxs—1)—tln(x-- Ft —1). gyi 
Deriváljuk először csak az y—In(x--Vx7—i) alakot, és a 4 jelet dx dx d 
maki a végén vegyük ügyélembe. dy ety 
1 1 (a Mivel 
Yy— e [14767-0 "zaj - § 4 kh 
xtFVx-Ii 2 7. E eletttye 1-2, 
ch! y chi y 
ú 
14 x Fx1-— kh --x , 
- s j: 
KGN A senk KN A znt KN E gt és Így  (arthx) — —— -. 
x-tFVax-1 x-rFVx5t-1 fx:—i dx 1- 1—38 
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I Megoldás. 
A dériváltat az 


,  141—x 1(1—9—1-4x(— 


2 14x (1— xy 
— 1141-x 1-xáiltrx 1 2 ] 
214-x  (4—xp 0 2 (14x)j(1-—-x)  1—t 


Tehát a két módon kapott derivált megegyezik, 
í2. Határozzuk meg az yzarcth x függvény deriváltját (61. ábra)! 











. gsarcihr 
Ni öl. ábra 
I. Megoldás: 
vs arctha — hint, leli; xscthv. 
Z x-1 
dy 1 l 
déd a 
dy shy 
Mivel 1 ch p—sh: p 
stég Tghey yi —1—x, 
ily Í : 
ezért mk [x" vagyis (arcihxy s za . 
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H. Meroldás: 
. 1  xtIl 
Deriváliuk az ysz — in -—— alakot! 
2 x-1 
I x—i I(x—1—(ekljel — x71—4—0 
2? x41 (x-i1p — MxL1(x—1) 
2 1 


——202-1) 1—x7 





Fehát a két eredmény megegyezik. NN i 

Megjegyzés: Az arthox, ill. arcthax függvények deriváltjának alakja 
megegyezik ugyan, de a két deriváltfüggvény értelmezési tartományának 
nincs közös pontja. 


13. Határozzuk meg az y—l]n x függvény deriváltját az inverz függvények 
deriíválási szabálya alapján! 


y—lInx; me" 

d d tf: I 

dx dx et x! 
dy 


l . 
vagyis az (ln xy — — már ismert deriváltat kapjuk. 
6. aj 
14. y—arc cos őx; Y—? A differenciálás kétféle módon is elvégezhető. 
TI Mepoktás: 


Mivel az arkusz függvények inverzét és annak deriváltját ismerjük, 
differenciáljunk először az inverz kapcsolat felhasználásával 





cosy 

ÁAz inverz kapcsolat; 5x—cösy; xs —g 

A derivált: 
dy I a Hi aj KN 7) 
dx sin y sin y VKl—costy VI—25x 


5 
I. Megoldás: 
A megadott függvény azonban összetett függvényként is deriválható, 
ugyanis 
ely l s a 
VI —25xé 


dx VY1—Gxp 
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15. Határozzuk meg az yzsarsh x" függvény deriváltját! 
tf Afepoldas: 
$z inverz kapcsolat deriválása alapján: 


y —arsnoé; at—shy,; x—Fshy; 








dy i 1 2$shy 
dx de I -2 (0 dhy 
dy yb) 7 ehy 
2§Sny 2x 
Fsté yi-1 x-ki I 
H. Mepoldás: 


Az összetett függvény deriválási szabálya alapján pedig: 
d I 2x 
Z 2 — ex 


dx KGeYTI pepe tá 
A két derivált tehát megegyezik. 


9. Implicit függvények difflerenciálhányadosa 


Az implicit alakban adott F(x;y)—0 függvény y(x) dif- 
ferenciálhányadosa a tüggvény explicit alakra hozása nélkül 
úgy számítható ki, hogy az x szerinti deriválást az ismert 
differenciálási szabályok alapján elvégezzük, figyelembe véve 
eközben, hogy az y változó az x-nek függvénye (tehát, hogy 
az y-t tartalmazó tagokat összetett függvényekként kelt dif- 
ferenciálni). 

A deriválás után kapott összefüggésből az y differenciál- 
hányadost kifejezve, a kapott kifejezésben változóként álta- 
lában x mellett y is fellép, tehát y explicit alakjának ismerete 
nélkül nem tudiuk meghatározni a derivált függvény explicit 
alakját. 

Ha azonban a differenciálhányados értékére csak a függvény 
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egyes pontjaiban van szükségünk, akkor £ pontok koordiná- 
tárnak behelyettesítésével az explicit alak nélkül ís meégkap- 
hatjuk a keresett eredményt. 


Gyakorló feladatok 


1. $x—yxt 6 sz 0. Határozzuk meg az implkit alakból a függvény x 
szerinti deriváltját, majd szármátsuk ki a deriváltat az xi abszcisszájú 
pontban! 

Meghaltározzuk a deriváltat: 


2gyyxty—-yw—pyrix eü; 
Y(Gyx—x) e 2yx—yt; 


2yx— yi 
N 23yx— a 


Fz z derivált iroplicit alakja. Mivel a derivált számértéke egy pontban 
csak é€ pont koordinátái ismeretében szármilható, ezért először Ezt keli 
megrhatároznunk. 

Hehelyettesítjük a függvény implicii alakjába x, adott értékét, és meg- 
határozzuk gg-t. j 


p3-1—-y.12—6§-0; 


yXy—-r—6-ü; 
1$4FI-34 145 
dplltger suuulltne Bé 


Ya 3; Nar——2- 
Fat; 3), FPgatil5—2k 


A derivált értékét a foi. ll. Par pontban úgy számítjuk ki, hogy koor- 
dinátáit behelyettesítjük a deriváli függvény implicit alakjába. 


2.3.j—32 —3a 
Pa) — o rt 
Va 2.-3.1-4 5 


2(—241—(—2y —4—-4 8 


MLLE TES TETESÉNET ET É 
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2 590y—2c45y — Ú. Határozzuk meg az implicit alakból a függvény 
deriváltját! Mivel a függvény könnyen explicit alakra hozható, így a felada- 
tot mindkét módszerrel megoldjuk. 


I. Megoldás: 

Áz implicit alak differenciálása: 
152345 y —24őy — 0; 
vy (56-45) —2—lőxzfy; 

,. 2—tőép 4—154y 


— 


Szt45 — S(8rh 7 
Így megkaptuk a deriváitat implicit alakban. 
I. Mepaldás: 
A deriválandó függvényt most előbb explicit alakra hozzuk: 


2x 


5245) 2x; ys ——— . 
jú ) KÉT EST 


A derivált tehát 
, GO 5)—Zxelőzz 104410 —304 2— 44 


ETEESTE SEGGAAZ SCE 


Így megkaptuk a függvény deriváltját explicit alakban. 
Ellenőrizzük. a két derivált egyenlőségét! 


A derivált implicit alakjában y helyébe a függvény y sz 


Ex - 
piicit alakját írva: Mx3:h 1) 
z 107 t- 10 — 30 
e ST CR Metal 1074 10—30x 
M SCZ4D) 56811) 2— 438 
? SAD) sin  sterip 


A kétféle módon kapott deziváltfüggevény megegyezik. 


. 3. Határozzuk meg az 23y-4-5yVx—4 5 0 függvény deríváltját az 
inpiicit alakból, és a dérivált értékét x,— 1-re! 


höytaty -lüyy x £5y s ü; 
y 043 10xy) — —(5V e dőy) — —p(őy Hdt); 


MI vísytát 
— xCőrI0y 
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Az xozi értéket behelyettesítjük a függvény implicit alakjába, Így yo-ra 
ery másodíokú egyenletet kapunk, ennek gyökei lesznek az ya értékek. 


yaH54—4—0, rendezve: 5401-ya—47 0, 


—1-4 F1- 80 . 7it9 


kire 10 1ü h 


4 


Ebből Was rt Ya. — —t. tehát a szóban forgú pontok 


4 
(55) P.(1; — 1). 


Az adott xy-hoz tehát két iüegvényérték és igy két derivált tartozik. 
4 


fa) 

.— 44 
; 5 (557) 48 37 
y(P)-— — 7 mm —— — 


4 Sa 457 
1 ( 4 10.) 


—1(5(—-D-4] I 
H(1--10(— 11 9 








4. Yxi Éy s 18. Határozzuk meg a függvény deriváltját! A függvény 
könnyen explicit alakra hozható, és így mindkét módszerrel mégöldható 
a feladat. 


I Megoldás: 
Az xti4 yt — 18 implicit alakot deriválva: 
11 mk 1 .L 
—m XX A -gH— nt Üü; 
2 2 XX Y 
átírva gyökös alakba 
1 y 


- —öű 


—— - -- sz 
2yx 2yy 


.02Vy V- 
y-———.  ——[/—. 
3yx x 


it. 


cbből 
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Ha az eredeti irnriicit alakból Kgy értékét kötelezzük és behelyettesítjük 
y kilciezésébe, akkor megkapjuk a derivált explicit alakját is: 


Vye18—Vx: 


; 189—-Yx  Fx-i8 


V5- —e sz 
Vx Vx 
H. Mesőglás: 


A direrenciálhányadosi most úgy számítjuk ki, hogy a difflereaciálandó 
függvényt előbb explicit alakra hozzuk, majd differenciálunk. 


Mivel Éy sz 18--yx; Igy Fs 188 -36Yx--r, ezért 


j .k 18 —184-Éx  Fx—!8 
yz365—x AG NNNNL ANT Mlle krt All ó 


z Kx Fox Vx 


A kétféle módszerrel kapott deriváltakat összehasonütva létjuk, hogy 
azok valóban megégyeznek. 





A továbbiakban már olyan implicit függvényekkel foglal- 
közünk, amelyek expiicit alakúra csak nehezen, vagy egyálta- 
lában nem alakíthatók át. 

B. ety agit S zy y-? 

er t9vr243y)—ett e (2—4y) my; 
Jah 1 Ep ye tök Tee ap gy gázt — y; 
y Cjefetán Jer av § — Z(ereiy egér tö 
. Mert ogör tág] 
y — : 


gets 3y át -dvlp 7 


a. 5-yiníéyy; y—? 
ri . 
ja sz 39 vő Ím (ata) pt-—— (xx 3 és); 
a 3 yy In ( Vega ex sy) 
círvégezzük a kijelölt műveleteket: 


2yt 
kéz 3yy In Géy)t— ty yi; 
x 
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rendezünk : 
x3-Z2 
Hé. spy eéy ar 3; 
ő 
38-27 
y 


NI dry [in (ay) 1] ; 
7. P-Yzsinx; y-t? 
2"]n 2-3" íln3) y — c05 x; 
ezt rendezvé 
y9Ylh3—-21ln2-—cos ax; 
ebből 
, Fln2-—cosx 
ES pn3 
8. et-rgrcosíZy—xjzü; y 7? 
et-r(4—y)—sin (2y— ax) -r2y —1) 70; 
geg yet ay sin (2y— ax) -tsin (2y— x) — 0; 
4et-rY a sinígy—x) s y letet 2 sin (2y— x)]: 
det rgy siní2y—x) 
7 et-rg2 sin (2y—x) 


$ 
9. Fkédtryédtsinxyzil4i; y-? 
1 
03-5y)" sin xy — 14; 


4 
7 bt Taxe 3) (cos zyj ly th xy) 7 Ű; 


a -2 ; . 
lt.) 3 agy Gáty) " Hhycoszytxy 008xy-Ü; 


c 1 agayi 
vi ty) "axcosw]—-[5 tty) " 3 vrosxyi; 








; ky C05 XV F.B 
3ÉGt re 2x-t3ycosxy KG?) 
y — — ae SS — —r - TETT 4 
e bh x CÖB XV 343-3x cos xy Fire yyő 
Koza gy 


d. Tüfireerasdlazámitást 129 


10. 51sYgd3y—Szyi y —? 

5"inxy (ln 5) (cos xy (ytxy)-tőyy — 5ívyi xy; 

aaxy (in 59ycosxy-r ses (ln 5) xy cosxytőyy — 5y-t5xzv, 
ezt rendezve és y-t kiemelve: 

y ix íln 5) cos xy 6y— 5x]) — 5y— 595 fln 5) ycos xy, 
ebből 

v[5— 8957 (ln 5) cos xy] 
y SRE LEEtlebkéé V/V öámamT üümümütttümmem. 
x5vazy (ln 5hcosxy-tőy—5x 


11. e""grerrgry-ó; y —? 
es ehxbertríchy]y 42yy s 0: 
ezt rendezzük: 
y(esrchyr2yj—m —ettrehax: 


erbrehr 


y TS a — 1 — em eer—— . 
essyehy-k2y 


12. sinxcosysüs; vy:? 


€05 x €05 v-t-sinx(—sinyiy — 0; 
ebből 
Cös xCOSY 


s 


- — : z Cígxcigy. 
sin x sin y 


13. sin xe"Yyáilnxty—3x; y—-? A kifejezést átalakítjuk, mert szor- 
zat logaritmusa helyett lógaritmuűsöok összegét könnyebb differenciálnunk , 


sin x"rszlhnxt]lny: 3. 


Az első tag belső függvénye logarittmmikusan deriválható:; először ezt a 
deriváltat határozzuk meg: 


F 


z 
Legyen z— x"59; ékkor Ín z — cos y In x, és igy — —(—sinyy In x- 
z 


1 
zt (cos p) -——: ebből 
x 


; C0s gy hp. 
zo xtest[———v sinylnaxi. 
x 
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Most deriváljuk az eredeti függvényt: 


v 


2 gy 
C0Ss TT Fé YY hrsz 3; 
xX F 


behelyettesítve az "öyy-re kapott kifejezést: 


1 2 gy 
—v sin y in x1--—t— 7 3; 
ll 





C0s y 
OS 4 szágtét É. szisie yi 
Ax 


rendezve ; 


l 
y [ mm OB KT) xset Yégin yi Ím x-t 5] z 


1 (cos xetYj xy eosy 


x éj 


mj- ; 


ebből 


3x— 2—(cos xx LOS V 


XX 
y 4 ak sm. Mlle] 
ma p (cos xv) aes (sin in xt1 


y 
y[35—2— €őős x tet) ater cosy] 
x[—yíicos xi tyjaxtosr ísin Pn x--1] i 





14. Ydxtyzinyy-s; y s? 
A gyököt törtkitevőként Írva: 


—— 


(zerg -—- inf — 


l 
2 


ezt déríiváljuk : 





1 -L l 1 
2 t (2-4 2yy]) — — 2yy Re 
, ízt) (2-t2yy) 19 íZyy ) 


— at 
Idgy 0 yY—Xx 
Kaxejé Y-t 

(1 rgy)? — ax) — (gy — xy F2xtg; 

ytoxta gy — agy egy Vixty—xVzety; 








-FKöxt gl (yt x9); 
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rendezve: 
y-xtaxV2xty —yíyy2xty b x3y— ye); 


v1—xrxy2x ey 
yV2xty 4 xy 


s 


x 
15. Kxzny4 34 6xt, y-? 
mivel az első tagot csak logaritmikusán lehet úeriválni, ezzel külön fog- 
lalkozunk, 
x R.3 1 
Legyen z — Vat ty? — (x2 ty)"; ekkor in z sz — In (x2 3 y?); ezt díffe- 
ha 


z 1 1 1 
renciálva: —  —— In (x? ty?) - —: ——-— (2x t-2yy); ebből 
F-j x dl x xiry yy) 





ME vzcarterr] E 2xt2yy §i ln seen b 


x(x"-ty) a" 


Most differenciáljuk az eredeti implicit függvényt, rögtön behelyettesítve 
a kapolt eredményt: 


x 2x?3.2xyy —(x? In (x: 
t2xyy —(x" 4-y)lní TV) gyyi s 24. 


Vox: 3- yi 
084) 


Mindkét oldalt szorozzuk a tört nevezőjével és elkülönítjük az y-t 
tartalmazó tagokat. 


VEGI hagy VET — (GAY VET In (at) 


Htóyy (17 y) —24S6őT-y); 
y [og Ve ms 4 Gyxt ly] 
x MePS x 
s MSG A)401t PV? In (x24.y)—2x Va yi; 


JÖ (x2 4 y2) [doch veri ln (xt 1. yy] - 23 KERSZ 
ay (VETT a 3xtt ky 
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16. yz(sinxyy; y S? inyz xlhasin xy; 





, - 1 é 
—y z]nsinxytx -(cos xy t-xy); 
sin xy 


y 


, 


y 8 ; 
Szlnsinxytxyetgxyitaxjy cig xy; 
y 


y -ylnsinxytxyagxytaxty yetg xy; 
y(1—xtyctg xy) — yíla sin xy 4-xy cíg xy); 
,  yílinsinxytxyctg xy) 
00 d-axtyetggy 
17. dv"tx" S; y5? 
A feladatot logaritmikus deriválással oldjuk meg. Bevezetjük a z—dy" és 
um x" jelölést. 

Ekkor egyrészt. 

ln z-1n4-4-x ln y; 


, , 


- ainytaS; 
z y 
8 y 
z —(4y) :—4y" [nx5] j 
y 
Másrészt 


Iny—- ylnx; 
a 5; I 
—sylIlnxty-—; 
Fi x 
, , ; y 
u (xx) —eÍly ax]. 
Így az eredeti függvény differenciálhányadosa: 
4y" [eze] en] 0; 
y x 
4y" Inyt áy" "xy by in xi y 50; 
y (ápr xtxlnx) ——(e!ytáy In y); 


X-!yráviny 
ágy xtXlnx 7 


, 


ye. 
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Határozzuk meg a kör érintőjének egyenletét általános alakban, az Mivel a fp — É szöghöz tartozó pont az első síknegyedben van, ezért 
érintési pont paraméterét !,-val jelölve, Ezután Írjuk fel az érintő egyenletét, ő 
3 gyar, és így y sz YK25— x-et kel! deriválnunk. 
ha fp sz — és rs5. 
6 l -i1 —x 
y — —(25—x9) "(—2r) sz —— ——— ; 
I. Megoldás: 2 25-— xi 
Az érintő iránytangensének meghatározása : 2 va 
- ; , 5 — 2 53 5V3 
k-—rsiníi; Pzrcost. y1—Y31—-——- ———p——  — 7 — 3. 
Z 75 100—75 3 
Y  FCOB 25-77 2 A ért 
-- ——cigt, 
y £  -rsintf ki 
75 5 
Az. ésintési pont koordinátái : yz 25 
XA—TEOS fg; Ya—r Sin da, vagyis FPoí(r cos fe; rsin fe). és így az érintő egyenlete: 
Az érmtő egyenlete: 5 Hi g 
; y—-— s —Y31x——Y31 . 
y—r sin ig — —etg fel —r 00S fg). a . 
Felírjuk az érintő egyenletét, ha to — z És r— 5: Az utóbbi módszerrel kapott eredmény az előbbiével megegyezik. 
h üi 3, Az ellipszis paraméteres egyenletrendszere, ha nagytengelye az X- 
y-ssin- —etg e x-scs tengelyen, kistengelye pedig az Y-tengelyen van, 


xzacost,; yzbsinr, 


§ — Val x—s Y3 . ahol a az ellipszis nagytengelyének, b pedig a kistengelyének a fek. 
y E Té x a 1 Legyen most a—5, b—4, és Így az ellipszis pararnétéres egyenletrendszere: 


: dx . dy 
Ellenőrizzük a feladat eredményének helyességét! Határozzuk meg a tf — 2 argumentumú ponthoz húzható érintő 
H. Mepoldás: egyenlketét! 
Ellenőrzésképpen a feladatot most úgy oldjuk meg, hogy a ! paramétert I. Megoldás: 
kiküszöböljük, és az így kapott y—f(x) függvény deríváltját számítjuk ki. KTONKKER 
Az adolt xz5 cost és yző sint egyenleteket négyzetre érmelve, majd Az érintési pont koordinátái: 
összemlva sz 
. n FK2 5 
xy — 25 (co9 r-t simre) — 25, xyz Sos zsotsg HM; 
amiböl 
em a . TT K2 
ve tVSZá; m-500—s—V. vos4sin -4.— 27, 
86. 2 4 .. 
138 
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és Így az érintési pont 
5 - 
Meghatározzuk a deriváltat: 


? 4 cos 4 
y-8-—— 2 elgt. 


úg 


xX —5sint 5 
A keresett érintő iránytangense : 


b-3j- 4, tt 4 
jee ab sag s 


Így az érintő egyenlete: 
—- at TT 
—2Y2-—-—1x-—gx2i , 
v-2Y2-— 1] 
ezt rendezve 


4 - 
yz 7 x-44F2. 





I. Megoldás: 
A feladatot megöldjuk az ellipszis implicit egyenlete segítségével is: 
yi — 4 
—4—-I; y-t4 — $— F25—at, 
25" 16 y-i 25 "rt; 


Feladatunk megoldásakor az ellipszis X-tenpgely feletti íve kerül csak 
szóba, ezért csak a t- jélet vesszük figyelembe a gyökjel előtt; 


4 
yzz125-w. 


KENNY KN , 5 
Az érmtési pont abszcisszája az előbbiekből x, — 7 V2. Határozzuk 


még az érintési pont koordinátáit, valamint az érintő egyenletet! 
Az érintési pont ordinátája: 


tehát a pont 


pl2-vyi avail. 
(er 2n) 
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A függvény deriváltja : 


4 1 -£ 4x 

y —-—.—(25—x3) "?(—2x) s ——— — —— . 
3 2 5V25—x 
Az érintő iránytangense a P, pontban: 
5 
4. F2 

5 2y2 2v2 4 

v( r3j--— ——- -- st 


Az érintő egyenlete: 
— 4 5 
—27y25——1x—— Főtt, 
y-2y ; k 7 vi) 
tehát a két eredmény megegyezik! 
10. x cz 3(cosítrsin éj; y sz $(sinid-tcosi ye? 
£53(—sin í-tsin £-ht cos the Cost; 


ps 5(00st-hcost—i sin if) s 5í2005£1—f sin í). 


xX 36 cost 3 


11. s-óe"; y-de"; y7-? 


12. xszeS; yzcosdt; y -—? 
Xz5e5",; pz—3sin3t. 


y —3sin 37 
VÉRÉT ÉKÉKET 7 
xX 
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11. Polárkoordinátákkal adott függvény deriváltja 


Ha a függvény az r—ríg) polárkoordinátás alakban adott, 
ahol a p polárszög a független változó és a rádiuszvektor 
r hossza a függvényérték (1. a 62. ábrát), akkor bebizonyítható, 


X 62. ábra 





hogy differenciálhíányadosa — vagyis a görbe valamely pontjá- 
ban húzott érintő iránytangense — a következő alakban fejez- 
hető k:: 
dy fr (g)sinetríg)cosp 
dx — r(pycosp—ríg)sin pp" 
Tehát y-nak x szerinti deriváltját ily módon a p szög függvénye- 
ként kapjuk meg! 
Gyakorió feladatok 
1. Adott az reszet ún. fogaritmikus spirális (63. ábra). Határozzuk 
meg a e, 2 (radián) szöghöz tartozó pont rádiuszvektorát, majd a kapott 


pontban húzható érintő egyenletét! 
Először a rádiuszveéktort kell meghatároznunk : 


z 2eYt — 299 as 24034 — BŐG 8 sz 807. 
9 átszámítása fokba: 
e.— 22.57, -1146. 
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Az énntési pont derékszögű koordinátáinak meghatározása : 
X. 7 r)c05 gy — 807 cos 1146" — 807(—0 4169) sz — 335. 
xs r, Sin py — 8307 sin 1146" — 807-0, 9002 su 732. 


A derékszögű koordináták: P(— 335: 737). 
A derivált és az iránytangens kiszámítása: 


redets; rege; 
dy  rsingitrcosp — 6e"sinpi-2et"cosg 
dx rcosg-rsinp — 6e"cosp—ZeT sing 
3 sin p-Hcos pe 3teeti 
— 3c089-sinp — 3-tge 


a) . 3tgm-t1 3íg114673-1 3(—218)7-! 
Fi 





s — e r— 
dx 3-tge, — 3—ígAI46  — 3..FZIS 
— z388 107 is 1 7 
— ET 52— kh Ü7, vagyis tga-—-——-I tf. 
Az érintő egyenlete: 


y—732 — —107(x3-335). 
Z 0 Határozzuk meg az r—3e" egyenktű logaritmikus spirális azon 


pontját, e nelyhez húzott érintő az X-tenpgely pozítív irányával 45"-os 
szöget zár 
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. dy  . 
Írjuk fel a 7 deriváltat! 


dy  rsinedrcose — 667 sing-h3e"" ose 
dx Fr cosg—rsinp — 6eftcose—Jettsinp 
2 sin e to0g e 2.1 9-1 
— 20059-—sinp — 2—ige 


Mem írtuk fel, de ne felejtsük el, hogy r—ríw)! 
Ismerjük az érintő iránytangensét (hiszen te457"—1), és ki akarjuk 
számítani az érintési ponthoz tartozó ai polárszöget, valamint az érintési 


pont Polo; Ya) koordinátáit, ka — 1-et helyettesítünk, majd tgg-tt 
kifejezzük: 
Zztgetl 
Ni 2—tg gy 7 
2—tem s 2tge ti]; 


l 
3tgm-i: tg gy 72 0,3333; pzs 184. 


A keresett pont rádiuszvektorának meghatározásához i-et radiánba 
kell átszámítanunk ; 


184" 184 0, 32 radián. 
a Fe 
téli 557 8 ii 





Ezt az ríg) függvénybe helyettesítve: 
r— Jeti — ge "tő — Jet e 319 —5,7. 

A keresett pont derékszögű koordínátái: 

X.7F Cosa — 57 cos 184 — 57-00, 9489 az 541; 
xx srsin am — 57 sin 184" — 57-00 3156 sz 179 
Tehát P(S ál; 1,7.9. 

3. Az archimedesi spirális általános egyenlete: rzag, ahol az-0. 
Határozzuk imeg az r—3p archtumnedesi spirális s, 1 polárszögű pontjához 
húzott érintő egrvenletét! r—aw; r—a, és piss 57 ő. 

dy Fr sin e-t rcosg z a SÍN a-t ap 05 4 tp 


— e S er ————— — LL LA 1 


dx Tr e0se—rsing aC05p—apsn e 1—-ptgp 
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Az érintő ránytangense: 
(e AZSZX-AI — 15641 Kzzasdi 
Fi "51-ig 5737 —1 tg 573" — 1—-1-156 (356 
Az érintési pont koordinátáimak meghatározása: 


se- 4.57 . 


x—ryC0s en s 3 cos 573" —3-O 50 ss 162: 
pnzr,sin a, — 3 si 57.37 s 3-0 3415 sz 252. 


Tehát az érintési pont: P, (162: 259. 
Az érintő égyenlete pedig: 


py—252—-4,57 (x—1,62. 
4. A kíiperbolikus spirális általános egyenlete r— — alakú, ahol a:-0. 
, 


5 
Adott az r— — hiperbolikus spirális. Határozzuk meg a zörbe e,—0,5 


radián polárszögű pontjában a görbére merőleres egyencs egyenletét! 
Valamely zörbe adott PF, pontjában úgy emelünk a görbére merölegest, 

hogy a ponthoz húzott érintőre merőleges egyenest határozzuk meg. 
Á pont rádiuszvektorának nagysága: 


5 5 10 
FK — s —— 5— h. 
" Pi 05 
A függvény és deriváltja: 
5 ; 5 
Fe; FS. 
p di 


A polárszög átszámítása fokba: 
a — ü,5 Éz Ú,S-S57 3" ke Z8 65" Fi 28. 


A derivált függvény; 
3. ,3 
. —-— sin p-H— ns 
dy Fr sm g-br 008 e w y p ? 
dx — rcose—rsine 5 krt s 
008 4—— Sin p 
di g 


-singiecosp — 189—8 


— GSP — gp s e i4etgea 


I 
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E) — 1898—g — tg287—0,5 
docim 1-gitgei 1--ú,5 tg 28," 
0,5475—ú0,5 s HD 0475 


— 1-4O.5-O,SATS 12738 





ss 0,0374, 


vagyis tg ax ss 00374. 
Az adott pontban a görbére merőleges egyenes iránytangénse 
(tg pa), mint ismert, az adott pontban a görbéhez húzott érintő 
iránytangensének negaűv reciproka: 
tea l il 
E —— — 
Ba tg 00374 


A PF, pont koordinátái: 


2681. 


5 
xi5FyCüs gy s öz cos 287" sz 10-Ú 8771 8.8; 





5 
Yi 5 Fry sitt 9 — 55 sin 287" sz 10-O 4802 -s 4.8. 


A P, pont tehát: P(3.8; 4.8). 
A keresett egyenes egyenlete: 


y—4 8 — —26,(x—8 8), rendezve ya —3267x-t 2398. 


5. Határozzuk meg az alábbi görbék metszési szögét: r 53 cos a; 
5 sin g. I 


Két görbe metszési szögén a metszésponthoz húzott érintők 
által bezárt szöget értjük. 
Először a két görbe metszéspontjának a polárkoordíiínátáit kell mepg- 


határoznunk, majd az érintők iránytangensét. 
A két görbe metszéspontjának inepghatározása: 


3 
3c0s6—Ssin e; 2977 06; p e 315". 
A metszéspont polárszögs tehát: 9a— 31750, 541 radián. 
A. metszéspont rádiuszvektora : 
Fa— 30083 31" as 3-0 5572 az 2.57. 
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haj 


. Az első görbe jellemző adatut 1-es, a másodikét 2-es indexszel jelöl- 


ricse; r——3stne 
rz-ssing; rsz5c0sg. 


da rsinetr,cosgp He —3 sm 9-3 cost gp 

dx FH 005 9—r SÍN — 3 5in s c0$p—3 sin gcosg Ni 
tg e—-i 
ggg 


di 14 99—1 tg" 317—1 
C).. Ziggy  2tg3i" 7 
A másik görbe 7, polárszögű pontjához húzható érintő iránytangensz : 
dya rssing-tr,cosg . $c08g5lnp-tősmnpoosg 
de Fr, €0$0—r, sin g s 5 cos p— 5 sínt gp Ni 
. Zcosgsine ttgp 
— coo—sinip — 1—tgt gp" 


íz) . ZtE pa 2 tg 31" 
dx Jo, 





1—tetg, — 1—igt 3177 
A két érintő által bezárt szöget meghatározhatnánk képlettel is, dr 
látjuk, hogy az egyik érintő iránytangense a másik negativ reciproka, tehát 
a két görbe derékszögben metszi éryrnást. 
I l 
6. Legyen reg ze Határozzuk meg á 975 radián polár- 
szögű pontbeli érintő iránytangensét! 


pze őt re cze ete; 


1 
r.— — sz 363; 
é 


1 OSZ3 





kádár tés as 11,5". 

A derivált mint a g polárszög függvénye; 
dy  Fsing-breosg — —Se s singte "" 00sg 
dx Fr 0059—rsin gp N —5e"tcosg- e sing Ni 


. —Ssingtoosp 5ige-I1 
—5c0850—sing  Stiger 


u 
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Az érintő iránylángense : 
se) Hi 5tye—i Hl $ta1h,5"—1 a-0,2035—1 ke 
dx) ei 


tt ————m rre ET 


5--ige, — 5-Htg1I,5" $ 402035 


1,0175—1 00175 


E. — — — eh s 0,003 36. 
52035 52035 


7. Legyen r— 6(5—3 cos e). Határozzuk meg a görbe e) — 1 pont- 
jában húzható érintő iránytangensét! (Most a szögfüggvényeket két tize- 
desjegyre kerekítve adjuk tmeg.) 


a zlss57za, rzó(5—icosek r—1lésing. 
A derivált mint e függvénye: 
d ran etrcosg 18 sin: a--6(5—3 cos eg) cos g 


dx r c0se-rsing Ni 18 sin a c059—6(5—3 cos wi sin p Pp. 
18 sz? 9-- 30 cos e— 18 cos e 


— 48sin e cos e—30 sin 9--18 sin ecos e 


3 sin? gp-L 5 c0£ 9— 3 cos e s — 3(cos! e— sin a) 5 005 e s 
— — 6singcose—ősine 3sm 298—55m e Ni 
e —3 €0s 294500 e 


3 sin 29— 5 sin p 
Ha — —300s114,6745 005 57.37 — 3c05865,4745 cos 5737 
deJei — 3sinll467—Ssin5737 — 3sin6547—5sin57,3 
3.0,4163-H5-O,5402— I2489-£27010 


LE — ről ETT MMM — mr rite 


3-0,9092—5-0,8415 27216— 42075 
39499 
14799 





sz 268. 


Ssikban mozgó pont polárkoordiaátáit megadhatjuk paramé- 
teres alakban az idő mint paraméter függvényében: 


r-rí); 9-gít) 
A sebesség rádiuszvektor irányú, ill. arra merőlégés összetevőt : 


vzíf; 0 —rg. 
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A pont helyének x és y derékszögű koordinátái — a polár- 
koordináták és derékszögű koordináták közötti általános össze- 
függés értelmében: 


XZ-FCOS (b; V—r SIN ép. 

A sebesség x és p irányú összetevői pedig 
bV-X-ÉFcosp—rsin pp; 
D-$-ÉSMNp-Brcos p- gp. 


Mindkét esetben a szorzatfüggvény deriválásának szabályát 
alkalmaztuk. 

A sebesség derékszögű összetevőit ismerve, az eredő sebesség 
nagysága a FPythagoras-tétellel számítható ki: 


,- VETT - VEG. 
Mivel 
xXö-írfcosp—rsin gp - gy — 
—f cos p—2rfsin pcosp-p-irtsmtp gi; 
$zl(fsing Htrcoswg - gy — 
a Fésinp ht 2rfsinpcosp - pt rt coszp. gl, 
ezért — a két kifejezést összeadva — 
re (siétea th cosp 4 rp? (sip b cosíp) mz 
—ft grg 
uz Vg Vári. 


B. Az K sugarú kör paraméteres, polárkoordinátás egyenletrendszere : 


Így 


rz RK; gs ot, 


Határozzuk meg a következő egyenletű körmozgást végző pont helyzetét 
és sebességét adott r, időpillanatban: 


r- 19; es 3r; t—Ú, 1. 
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Ismét felhívjuk a űgyelmet arra, hogy p értéke radiánban mérendő. 
Először a pont helyzetét határozzuk meg: 


rs1ü; p — 3-O l rad sz 3-5, 735517 27. 


A pont polárkoordinátáinak ismeretében a derékszögű koordináták is 
méghatározhatók : 


x 2 rcose — l0cos 172" — 10-0,9553 — 9 553; 
y-—r sine — 10 sin 7 27" — IO0-Ú, 2957 — 2957, 


Tehát a pont derékszögű koöcrdinátái: P(g.553: 2957. 


Meghatározzuk a mozgás v — F72-3-régé sebességét. Mivel rz 10 állan- 
dó, tehát r—Ü; 9—3t; 9—3, ezért 





0— Feet — ré — 103 — 30. 


Ha r—0), azaz nincs a pontnak radiális (sugár irányú) sebessége, akkor 
a fizikából ismert vr—ror képlet alapján számolhatunk, mert ékkor 8-0. 


9. Az archimedesi spirális polárkoordinátás, paraméteres egyenlet: 
rendszere a következő: 


r—at,; peot ahol az 0 és 650 állandók. 


A mozgó pont rádiuszvektora, ill. polárszöge az idővel ará- 
nyosan növekszik. A mozgást úgy lehet elképzelni, hogy az 
origóból kunduló és egyenletes forgúmozgást végző félegyene- 
sen egy pont sugárirányú egyenletes mozgást végez. 


Határozzuk imeg a spirálisan mozgó pont derékszögű köcrdinátáit, 
valamint sebességének abszolút értékét a 1—25 időpillanatban, ha r—5í: 
pzs őz. 

Itt az együtthatók 5 cmfs, ill. 6 1/3 (az utóbbi a szögsébességet adja még 
radián per szekuüunduüumban) 

A 172 értékre r,— 5-2 — 10cm; p— 62— 12 radián, vagyis 
p,sz12-S2 3 soy. 

A polárszög tehát 6A", de a szögfüggvények periódikus voltából követ- 
kezik, hogy a szögfüggyényértékek ugyanazok, ha 6907—360" — 3307-os 
szög szögfüggvényelvel számolunk. 


xi, — r, cos ey - 10c0s 690 — I0 cos 3307 — 10.-0,83660 — 8 66 cm; 
ya — Fr sin a, — 10 sin 6907 — 10 sin 3307 — 10-(—0,5) ——5 ém. 

A pont derékszögű köördinátái tehát a második másodperc végén 
PF. (666 cm; —5emhk 
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Az y koordináta negatív előjele azt fejezi ki, hogy a pont az X-tengely 
alatt van, 
A pont sebességének kiszámítása: 


r -őSr, r—5; g-út; $—ő; ris lücm. 
ne Varigt — V25-1-100-36 — V3625 s 60 — . 


A mozgó pont sebessége tehát a mozgás kezdetétől számított második 
másodperc végén 60 cmis. 


10. A hiperbolikus spirális polárkoordinátás paraméteres egyenlet- 
rendszere r — alt ; g— br, ahol az a és b állandók pozitív számokat jelen 
tének. 

Határozzuk meg a hiperbolikus spirálison mozgó pont derékszögű 
koordinátáit a t,— 5 időpontban, valamint a pont sebességének nagyságát, 
ha a mozgás paraméteres egyenietrendszere a következő; r— — : 

f 
p—-Ü őr. Légyen £p—5. 
Az egységeket most nem írjuk ki. 


91 — or — 06-5 — 3 radiánss3-57,37 — 1919 55172". 

A mégfeélélő dérékszözű koordimáták: 
x, — r c05 ay — 20005 1727 — 20(—cos 87) — —20.0 99035 —19 8, 
) — Fr sin py — 20 sin 1727 —- 20 sin 87— 20-00 1392 ss 28. 


Tehát a pont dérékszögű koöördíinátár PF(—19 8: 28). 
A mozgó pont sebességének meghatározása: 


100 IÚ0 . 100 100 


ff 5 ——- SZE Z hi 5 — 


t, § 1 25 
4—G őr; 97-06; ps06; 


e — Ft ret — FC-t 42070 6? — V163-12? — V1GO es 126. 


A pont eredő sébésségének nagysága 5 másodperc múltán tehát 126 
sebességégység, 
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VY. MAGASABBRENDÜŰ DERIVÁLTAK 


1. Magasabbrendű deriváltak forgalma 


Ha egy függvény deriváltját ismét deriváljuk, akkor meg- 
kapjuk az eredeti függvény második, harmadik, negyedik stb. 
n-edik deriváltját. 

Ezeket az alábbi módon jelölhetjük : 














yzfGy- sr. - 2792; 
yefg 

pa yt a [009 — 5 - 500; 
ye az fr) c 5 


Megjegyezzük, hogy a másodiknál magasabbrendű deri- 
váltakat ritkán használjuk. 

Ha valamely függvény független változója a f idő, akkor a 
magasabbrendű deriválást — az elsőrendűhöz hasonlóan — 
szintén ponttal szokás jelölni: 

[ a 
dy. s. $y stb. 


[ONNEK 


Ven FT ge 
Például a fizikából ismeretes, hogy valamely mozgó tömeg- 


pont mozgását (helyzetét különböző időpontokban) leíró idő- 
függvények első deriváltja a sebesség, második a gyorsulás. 


152 


2. Racionális és kitevői 
deriváltja egész kitevőjű hatrányok magasabbrendű 


Közvetlenül belátható az 
yzx 
függvényre vonatkozóan, hogy raciondlis nt esetén a k-adik 
deriváltja 
y9 — nín— 1). (n—kt1)ar-k; 
pozítiv egész n esetén 


y9 an, ahol nt—1.2.3...m, 


ÉS 
jét Me pánt 2) S... sz Ü. 


Utóbbiból következik, hogy bármely m-edfokú polinom min- 
den n-nél magasabbrendű deriváltja zérus. Tole polinom min 


Gyakorló feladatok 

1. gyedet 542114; yz? pz? y-? ya? jiHz?Y 
y — 12964 154— dx; 
XY7-300430x— 4; 


y" e T2x4 WX; 
yo z 72; 
yD mü. 
ZD. y7—5xt—det 4200; y-? Y-t? y"-? yb 2?T 
y-i58-Bxi2: 
y s Wx—3; 
y 30; 
vö zg, 


3. Határozzuk meg az y— ax! függvény ötödik deriváltját! 
xy — 10-9-B.7 őző — 770 -42x — 30 7402. 
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B a 
4. y— Ves —xt; yn-? 
és így aze esetén 
2 (2 5-ea 
vonz [5-1) 6-2) 5-9) — yez elt; y bebs:,..; ye hr ebz, 

2 ( 3 ) ( 5) ( 5) -§ Gyakorló feladatok 
— —m § — — — ———— ——— Ex uz 

5 a a k. 1. yz5e": yta? 

2.3-8-13 -E 624 I 624 I ye — S edtet — 5.25Get — 1280e9 
ÉT ————— ssm— ÉT tt —— tr — e rt ——— gy 
51 625 5 625 .§— 
Va gy 2. pa —2e-ts; yis —? 
i -i e 


49 a (—Dse s a 26-39 e-t a 


e: . 


a y-g75X Az yban? 
yző; ye? 


Vx 
l hi l . 1 1 e 
va (—r- (lg Tt 
y0z 2" (in2y. 


ARE hszsmi on 


yt) z 5.7" an7y. 


hat 
Lj 


CSYA3AT 994 9.29 ! 5 jö 
- FT — 1024 8-7 1024 4" . ze; pyöz? 
x 7 a Vx yt — S5.257 (in 5, 
Megjegyzés: Törtkitevőjű hatványok akárhányadik deriváltja 6. ved, yt -? 


sem lehet azonosan nulla. Ennek oka, hogy a felírt szorzatban 


levő számtényezők egyike sem nulla. yt z(— 2) eger (in 3 — — 8.377 (ln 39. 


3. Exponencális függvények magasabbrendű deriváltja 4. Logaritmusfüggvények magasabbrendű deriváltja 
psas; ysaslnaz...; y9.-aenay. Az e alapú logaritmusfüggvény magasabbrendű deriváltjai: 


Ha az alap e, és így az yrce" függvényt deriváljuk, akkor 


I "? 
Ine—1 miatt yz Inx; yz:7- oxi; y z—-1x73; 


y—et és YV-yz..7-y9-e, yo z 20eeg 9976 en Dan 
Ha az alap kitevője nem x, hanem x-nek valamilyen szám- Ha az x-nek 1-től különböző számegyütthatója van, akkor 
szorosa, akkor 
pz-abs; yzesíbina);...; xy -atbíbinap, yzlnax; y 5 — ra sz 1 , 
va 
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és Így a többi derivált is megegyezik az y—l]n x függvény meg- 
felelő deriváltjaival, Így 
jé — (—19-1(n— TD)! ax 


Az a-0 alapú logaritmusfüggvény és deriváltjai: 
1 591 , 
7 logax; V-ra ma" ? 
x7i 


- ge D-i ing 


y z tz (—1F7tín— hix" 


Gyakorló feladatok 
1. yzsi2ilna; y3-? 


12 
4 —12(— EH x" 15 — s, 
yi (—LP 31 x ti 


2. y—-S5inx; yP?-? 
3600 
ya z SE De ét zt a SeT20xTT — 3600x "mr 5 

3. yz2ln7x; yis 


gt — 2(— I. dt et ——2- őt s 


5. A szinusz, koszinusz, hiperbolikus szinusz 
és hiperbolikus koszinusz magasabbrendű deriváltja 


Érdemes megfigyelni, hogy bizonyos függvények deriváltjai 
periodikusan ismétlődnek. 
pl. y—sinx; y-cosx; yY——sinx; y 
y0 esin xy —cos x stb. 
Mivel a negyedik derivált megegyezik az eredeti függvénnyel, 
így az n-edik derivált a következő módon számítható ki: 7-et 


dd 


— —C0os ax; 
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néggyel osztjuk, majd a maradéknak megfelelő deriváltat 
vésszük. 

Legyén pl. y—sin x, akkor pítsét —y" — - cos x, mert 1967 
néggyel osztva maradékul hármat ad, és (sin x)" — —cos x. 

Hasonló az eljárás az y—cos x függvény n-edik deriváltja 
meghatározásakor is: 

Mivel vscosx; Y—-—sinx; v"— —cosx; p"ssinx és 
vi cos x, ezért pl. ha y—cos x, akkor pb Cp" — psinx, 
mert 1967 4-gyel osztva 3-at ad maradékul. 

A hiperbolikus függvények közül az vy—shx és vy—chx 
függvények magasabbrendű deériváltjait ís hasonló módszerrel 
határozzuk meg. Ui. ha y—shx, akkor y —chx; y"—shx 
stb., vagyis minden párosrendű derivált sh x, minden páratlan- 
rendű pedig ch x; ha viszont y sch x, akkor y —sh x;y"—chx; 
stb., vagyis minden párosrendű derivált ch x, minden páratlan- 
rendű pedig sh x. 


Gyakortó feladatok 


1. y—sinx; jÜN—? 40? 1? 
yt gin x, mert 12 maradék nélkül osztható 4-gyel. 
péz" za —C0OS x, mert 15-öt 4-gyel osztva a maradék 3. 
yb zzz Csin x, mert 18-at 4-gye! osztva, a maradék 2. 
2 YZCOS XI yt — ? yHi5? ren? 
yonzyzoos x, mert 20 osztható 4-gyel. 
vas yősaegin x, mert 23-at 4-gyel osztva, a maradék 3. 
yen —y— cos x, mert 1002-t 4-gyel osztva, a maradék 2. 
3. gyssindx; y9—? pén]? Itt a közvetett függvény deriíválási sza- 
bályát is alkalmazzuk : 
pttzát sm 4x; 
yos — 4 sin áx. 
4. y-cosZx; yi40—-? 4H—? 
vsz 34 cos dx; ét Ces 3x. 
5. ysshx; yi? yb? 
yt 2yzseh x, mert a 4! páratlan szám; 
van y —sh x, mert 92 páros Szárri. 7 
6. yzssh2x; pH? he? 
vaz 2zssh 2x; yb 321 ch 2x. 
T. yzchx; penna? yon? 
v5 ssh x, mert § páratlan szám; 
ysszeh x, mert 20 páros szám. 
8. yzceh3trk; y"2-? yon? 
vsz sh 3.x, all. pt — 308 gh 3. 


6. Implicit függvények magasabbrendű deriváltja 


Ha implicit alakú függvénykapcsolatot deriválunk, akkor 
az első és a magasabbrendű deriváltakat is implicit alakban 
kapjuk. Az első deriváltat kifejezhetjük x-szel és y-nal; a máso- 
dik derivált a változókon kívül az első deriváltat ís tartalmazza 
stb. Amennyiben valamely derivált helyettesítési értékét akar- 
juk kiszámítani egy F, pontban, akkor ismernünk kell a 
P, pont x., Ya koordinátáin kívül a keresett deriváltnál ala- 
csonyabbrendű deriváltak értékét is ebben a pontban. 


Gyakorló feladatok 


1. Határozzuk meg az alábbi implicit alakban megadott függvény 
harmadik deriváltját, valamint a harmadik derivált helyettesítési értékét 
a P(3;4) pontban! 


nxX 
xt-hytee25; to? 2xidyy eü; 23 s—2x; y7-— . 
y 





—1y--xy , 
yz yi y 
s (—y 4 xy) yt —(— ya egy 


yi 


(agy —2XY VR gt lyy XI 


eri 


yt y 


Behelyettesítéssel meggyőződünk arról, hogy a Po pont rajta van a görbén: 
3434 -— 25, 


tehát rajta van. 

Amennyiben a harmadik derivált helyettesítési értékét akarjuk meghatá- 
rozni a P.(3: 4) pontban, akkor ismernünk kell e pontban az első és máso- 
dik derivált értékét! 


143( 3 16 9 
(pet (Pa 54 4 0 25 
ka? vé 16 TT g6 64 
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nöt 


(Pu - py 
75 24 54 75 96 54 
516 4 16 — 16 16 16  —225 
s 64 A 10247 


2. xX—dxyty—0; Y(I)-—? y(1)—? 


A függvény implicit alakú, és ha nem akarjuk explicit alakban kifejezni, 
akkor a derivált helyettesítési értékét csak akkor határozhatjuk meg, ha 
ismerjük az xzl abszcisszához tartozó ordinátát is, 








1—4-1y4-y"—0; 
Y-4y3 1 —0; 
— 44V16-4  4£FIZ 4423 
aut 7 E -z ; 
2 2 z 


yi 2-HV3; 35-2—3. 
Az első És második deriváltat tehát a PI; 24-V3), AL P(I;2-V3) 
varjuk kik meghatározni, Először a függvény első deriváltját 
3xt—díyt-xyi-b2yy —Ü; 
3x7 -ndvy—dxvy t2yy — 0; 
32—dy- day —2yy ; 
3t—4y— v(4x—2yh; 
3 dy 
sz FENCTES 


Pi és P, koordinátáit ismerjük, így az első derivált helyettesítési értékét 
meg tudjuk határozni, 


3-11— -8—4F3 
y(P) z 4(21V3) 3-8 43 j 
4.1—2(24V3)  4-4—2V3 

——-5-4yY3  544V3 


(0 agKő  2Y3 


TT 
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cbből a nevező gyöktelenítésével kapjuk: 


1245Y3 § 
sz 2735-— V3. 
6 6 va 





yífuz 
Ugyanigy adódik —- a gyökjel negatív előjekére — 
§ 
y(Pa)e2——7Y8. 


A második deriváltat az inplicit alakú első deriváltból kapjuk: 


jr a 663799 0x— 29) — Bt — 494297), 
(4x—2yy? " 
a művekteket elvégezve és összevonva: 
12775— léxy —12xy4-1lóy-t-úy 
(dx— £yy 
66 —8xy — őxyt8y.-3/y 
202x-yy i 


A második derivált helyettesítési értéke a ?, helyen: 
Y(P)z 


y — 





2(2.1—2-Y3y 
6—16—V3—12-6V3416-H8V3-4642VB - 
3 2 1343 
Ni 6 736 
Hasonlóan 
133 
y(Pj- Tv 


táit 
(—14--áy 37, dyt—36; VX-9; y-t 
P,(-N 3 F.(—1;—3). 


160. 


3. xt4ádye 37; y(—-1)hs? y(-1lzsz? Először a pont koöördi- 
it határozzuk meg. 


11 Bifferenciálszámiítás 


Mcghatározzuk a függvény deriváltjait: 


xX 
2x-4t8yy —Ü; 8yy—--2x; y—-——; 





4y 
; -i 1, —I l 
yzy egg Yen 
§i a dedyáxr4y .xy-y 
KÖNEKET TENNEK JÉ 
-a 1 1. 2.37 
12 12 37 
dLRÉNEY KC EENÉRÉK" Sán TT 
I 37 
alga Zs 
VARJ ZS 


7. Szorzatfüggvények magasabbrendű deriváltjai 


Legyen 4—uwuíx) és v—víx) két differenciálható függvény: 


ekkor szorzatuk első deriváltja: 


(upyY — wutur, 


Második deriváltja : 


(upj s avn v tava sz vot2duv 4 u. 


Harmadik deriváltja : 


(vo) — wvt3wv Fiuy hr, 


A differenciálást tovább folytatva, és a megfelelő tagokat 


összevonva, az n-edik deriváltra az ún. Leibníiz-szabály adódik : 


(un? zzz uyfri () 4 vag b) um vs- 
-k (2 j) zén pé y, 
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Itt az általánosan [4] "val jelölt mennyiségek az ún. binomális 


együtthatók: 
ted ri! . nín-1)...1n—kt41) 
k)  (n—kjtkt 1-2... .k i 


Jegyezzük meg, hogy 


0-0-r 0-(2J-r e (2-5. 


A Leibnuiz-szabályt használhatjuk törtfüggvények magasabb- 
rendű deriváltjainak kiszámítására is. Ekkor a nevezőt — mint 
negatív kitevőjű hatványt — a számlálóba visszük és a függ: 
vényt szorzatként deriváljuk. 

Gyakoórló feladatok 

1. yzxte; ye? 

y" — u" kk () HL" -k G) ete u; 
izzad; u cdoti; weel2xt; nu" —34x; 


v—v mv" —uv" se" 


3.2 
V" sz mérpádé kt lőxte" 1 24xre" — 
— ev(xt-b 12 -h36x? -h 24x). 

2. yzoxccs2xi; y"—-t yt —? 
A  Leibnizsszabály értelmében: 

y" s un" H unk 3] ert pg 

70 — mg (jee Gare jee jee ető 
A szükséges deriváltak: 

szex: wseő5zt: uz Ae; uz ólet; 9120: nttt— 20; 

vszeos 2x; um —2sim 2x; vé —4cosíx;v"z8sin 2x, 


rom ]őcos Zx: víz 32 sin 2x, 
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Ezekkel 
yo a x.8 sin 2x-4t-3-Sxzt(—4 cos 20) 3.204 —2 sin 2xj-r 
HSÜ: cos 2x — 827 sin 2x— 6021 cos 2x— 1202 sin 2x -k 
F6üxt cos 2x — (85 — 12040) sin. 2x--(—óüxt-- 6Üx?) cos 2x. 
pb — 8(— 32 sin 204-5-5xtr16 cos 2x- 10- 2040 -8 sin 2x 
10-60 -(— 4 cos 2x)--5-120x( — 2 sin 27)-H120 c0s 2x — 
— c 3Zat sin 2x-4ADOt cos 2x-t 16002" sin 2x— 
— 2ADÜx? cos 2x — 1200 sin 2x-4- 120 cos 2x — 
— (— 3283 160045 — 12003) sin 2x-4 (400ket — 24005 -t- IZŐ) Cos 2x. 
3. y—-x"cehá4x; 9? 
yo — atát Hi we b) at "jöt a (3) u pre, 
ue xt; gs 5xt; we2l0e; u" oőlht; vitt —120x; 
vzeh 4xzv—dshádociv"— ló chádx;v7— 64 sh dx; vt9— 256 ch 4x. 
y0 z xs.256c€h4xt4-5xt-64sh 4x1-6-205-16 ch 4x-t 
4 4-6015-4sh4x--120x-eh 4x — 
z (25653 192014 1204) ch 4x-- (128041 -- 960) sh 4-x. 


4. ze smnx; HM? 


xy a uptt ti B 081 b) nő ntő 4 G) u ped 


zh (4) után (s) Ld a HEG vann. 


1—e", ennek minden deriváltja e. 
uasinx; vaocosxi; vz-smx; vőzsz5 —cos xx; 
iV-sína, v9—cosx, ez —sin x, és —eos x, 


A. binomiális együtthatókat számítjuk még ki: 
(0 (6-7 2) - (5) 2; [3] - 4) s 35. 
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Xn — 71—cosxt1(— sin x)-t2l cos x-t 35 sin xt-36(— cös xx) 


4214—sin x)-47 cos x--sin x) — ető sin x—8 cos x) — 
zt de (sin X—cüs xb. 
yzeésinx yi? 


y0 sm tt ű) nek AH at a b) ie tp, 


uz. eze; zdés; ue Bet; tt — 1667; 


szinx; v—-—; 77-——; vs —; út — 
x 


-g-s 9-4 -e 


6 Z i 
a) — a set " a VE de d 
y e ( ajr Ze at§ de ( ke) 


Í 
táBeT et lő" inx — 
6 16 24 32 
— hr — tztlőinx 
( xt om xi Je 


p.égti 
-—T 1— 3-4 8x— 125 lőxt-t 84 In xx). 


yssin2xinx; YX55-? 


ya z uit 4 () wet k) Pit la 5) ue" at (4) én gy tő ga, 


úHasin2x; u -2ZcosZx; ús —dsin 2x; 


u ——Bcoszri nt edősín2x; ur — 32005 2x. 


1 , 7 1 A 2 
— . s —, z reg kg) mm sg 
jönni x x x 
6 24 
xi - 


(- [4 -s; h)-ű) ke 10. 


yt sz (sin 25 "2 (cos 2x) [5] 
. 2 1 
tt 10(— 4 sin 2x4-— 4 10 (— 8 cos 2) (--]) 4 
a x3 


1 
35-16 (sin 2x4-— 14-32 kos 2x) Ín x — 
XL 


24 sin 2x FA) ös 2x 80 sin 2x 4 


feni ee—————.——.——————————]——...e/ 


x xt x: 
HÜ cos difi BÜ sen dx 
h-s PF —— 432 cos 2xr]n x-z 
xt X 
24 80 B tü 80 
—4— ri sin 21 [őt Ín x) cos 4x. 
xx og XY x 


eldöntésére, hogy van-e tényleg szélsőértéke, és az maximum 


VI. A DIFFERENCIÁLSZÁMÍTÁS vagy minimum-e, kétféle feltételt ismertetünk. 
ALKALMAZÁSAI If. Ha y(a)—0 és y(a)50, akkor minimum (64. ábra), 
ha yt(aj—0 és y (a), akkor maximum van (65. ábraj. 
Y 
1. Szöveges szélsűérték-feladatok j ak 






Egy — legalább kétszer differenciálható — p—f(x)-nek csak 
olyan a helyen lehet lokális szélsőértéke, ahol y" (a) —0. Annak 


Ha 4" (a)p— 0, akkor még nem tudjuk eldöntemi, hogy van-e 

c) egyáltalán szélsőérték és az milyen. A 66. ábrán látható esetben 
pi. a függvénynek az a helyen nincs szélsőértéke annak ellenére, 

hogy első deriváltia nulla Ütt második deriváltja is nulla). 

Ha viszont vtay—y" (a) —...7—- ye (ag) —0, de (lg) z0, va- 

64. ábra gyis az a helyen yí? az első el nem tűnő derivált, akkor páros 
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rés pora) —0 esetén minimum, vég) -z esetén maximum van; 
ha viszont s páratlan, akkor az a helyen nincs szélsőérték. 

2. Ha v(ap—0 és yí(x) az a helyen előjelet vált, akkor 
szélsőérték van, mégpedig ha egy megfelelő — a-nál kisebb 
— c pontban vív) 5-0 és egy megfelelő — a-nál nagyobb —- 
d pontban y (d) —0, akkor a függvénynek az a helyen maxi- 


Y a) 








66. ábra 
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muma van; ellenkező esetben, vagyis ha y(c)-z0 és yíd)s-ő, 
ukkor minimuma. 

Megfelelő az olyan pont, amelyről biztosan tudjuk, hogy 
közte és az a hely között y" nem változtatja előjelét. 

Adott esetben a két feltétel közül azt alkalmazzuk, amelyik 
egyszerübbnek látszik. 

Most olyan feladatokat oldunk meg, amelyekben először a 
mennyiségek közötti kapcsolatot matematikailag meg kell 
fogalmazni, vagyis a függvényt fel kell írni; ezután kerülhet 
sor az Így kapott függvény szélsőértékének meghatározására. 
A feladatokat részletesen oldjuk meg, hogy az Olvasó könnyen 
ittekinthesse az egyes megoldások módszerét és lépéseit, 


Gyakorló icladaiok 


1. Egy felül nyitott, négyzet alapú doboz készítéséhez 2 rm" területű 
lemezt használhatunk fél, Hogyan válasszuk meg a daboz méreteit, hogy 
térfogata a legnagyobb legyen, és mekkora ez a legnagyobb térfogat? 

Adott a doboz F felülete, mely csak 2 m? lehet; változtathatjuk az alap- 
élt és a magasságot. 

Ha az alapélt x-szel, és a magasságot Y-nal jelöljük, akkor a térfogat 


Fz xty. 


ÁZ x és y között azonban még egy összefüggés áll fenn, mely a felületre 
vonatkozó kikötéstéi adódik : 


3-bá4áxys 2. 


Tehát két egyenletünk van két ismeretlennel, Ha azonban az utóbb 
égyenletből y-t kifejezzük és a térfogat képleiébe hélyettesítjük, akkor a tér- 
fogat már csak egy mennyiségtől, az alapé! x hosszúságától függ: 

2— ax 2-xt 1] l 


yss— e; FV sx1——— ——-x-r—exat. 
Ax dx 2 4 


A. térfogatnak azon x értékre lehet szélsőértéke, amelyre első deriváltja 
nulla. Bnfferenciáljuk a F-t x szerint: 


dY il 3 
—— sz ———— xi, 


dx z dá 


Az első deriváttat nullával tesszük egyenlővé, és kilejezzük x-et. 


it 3 , 2 2 
——-—zts0; ebből xt——-, és x- klf —; 
3 4 3 3 


vagyis 


x 2 Xs — Z 
L 3 : sei 37 


Mivel egy tést alapéle pozitív, ezért csak az x, gyököt vizsgáljuk, 
A szélsőértékre a második deriváltból következtethetünk: 


day óx 


247 gi 


I a 
ennek helyettesítési értéke az xy — 2 hélyen: ( d 5) z A Z eg, 
3 dő fr 4 3 


tehát a függvénynek maximuma van, 


V 21 
ni Én 
vh/21.13/2. 1 2y/2.1L/2o 12. 
3] 2F3 4 3ya3 243 Gy: 
a £ OSZT? ma. 
3F 3 


Az adott lernezből készíthető négyzet alapú doboz legnagyobb térfogata 
tehát 0272 mt, 


z. Egy felül nyitott, henger alakú, 1I/21 térfogatú mérőédényt akarunk 
készíteni, Hogyan válasszuk az edény alapsugarát és magasságát, hogy 
minél kevesebb lemezt használjunk fel, és mennyi lesz cz a felhasznált 
lemézrnénnyiség? 

A térfogat adott, az alankör sugara és a magasság változtatható, Az 
alapkör sugarát r-rel, a nagasságot m-mel jelölve, a F térfogatra felírhatjuk : 





F-r"zm zal. 
A felhasznált anyag területe, vagyis a mérőedény felszíne; 


Forint 2rmm. 


Mivel a felszínt megadó képlet m-re nézve elsőfokú, ezért -et fejezzük 
ki a térfogat képletéből és helyettesítjük a felszín képletébe, így a felszin 
már csak egy mennyiségtől — az alapkör sugarától — függ. 


ú,5 Zrrr:Ú,5 l 
mz :; F-fnt m nr. 
Fr r 
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A felszínt megadó függvény tehát minden pozitív r-re differenciálható, 
czért csak ott lehet szélsőértéke, ahol a sugár szerinti diíférenciálhányadosa 
féru4: 


chi —— rttel végseszorozva, maid az egyenletet rendezve — 


a 


I . V Í 
Haz vagyis Fj— 3 57 0.543. 


A szélsőérték létezését és fajtáját a második derivált előjele alapján 
döntjük el: 
HF 3-4 2 , t. 
dt [dni 
ichát a függvénynek az r. helyen minimuma van. 
A felhasználandó lemezmennyiség : 





) zixrtdár:-Ü, 
ri 





as 0,93--1,84 — 2,77 dmt. 





1 
05431 
ki tt na 


A 0.51 térfogatú, adott alakú edény tehát 2,77 dm területű lemezből 
készíthető él a lépggazdaságosabban, 


3. Egytüzfal mellett 600 m-es, téglalap alakú térületet akarunk elkeri- 
teni. Csak három oldalon kell keritést készítenünk, mert a negyedik oldal 
a tűzfal. Hogyan válasszuk meg a téglalap hosszúságát és szélességét, hogy 
u kerités hossza a legkisebb legyen és mekkora ez a minimális hossz? 

Jelöljük a téglalap két különböző oldalát a-val és b-vel; utóbbi legyen 
a tűzfai mellett. A kerités hossza: 


iz 2a73-b. 


Az a és b értékeket úgy kell megválasztanunk, hogy a kettő szorzata, 
vagyis a bekerHett terület fül m" legyen; 


T sz ab— 6(K). 


17 


Ebből, b" értékét kiléjezzik, és a kerület képletébe helyettesítjük, ekkor 
a kerület már csak az a értéktől függ : 


h—- ——; f[—2a1-—, 
a ti 


Ez a függvény minden pozHív a-ra differenciálható. a negatív vagy Ű értéke 
pedig a feladat jellegéből nem kerülhet megoldásként szóba. 

Az ! hossznak, mint a függvényének, ott lehet szélsőértéke, ahol az , a" 
szerint velt elsű deriváltja zérus: 


dj en 
—- zzz Z — —- zzz 0. 
der a 


Ebből a-t kifejezzük: 
at — 300; ay z 300. 


Az egyenlet negatív megoldása a feladat jellegéből következően nem 
érdékel bennünket, hiszen négaltív oldalú téglalap nem létezik. 

A szélsőérték tényleges létezését és fajtáját a második derivált alapján 
döntjük el: 


smart 


der 





— . mm, 


Di 1200 És) 1200 
a. 


dat gt " 300: 


téhát a kerületnek az a, hélyén minimurna vart. 
A minimális kerület kiszárnilása: 


600 
— 24300 42/3300 — 
K 300 





600 -— 
bh s 2apr— — 2V300-£ 


Hg 
z 4300 az 696 Mm. 


Az adott nagyságú terület elkeritéséhez szükséges minimális kerítéshossz 
696 m. 


d. A lencsetörvény összefüggést állapít meg a lencse főkusztávolsága, 
l l Il , 
a tárgytávolság és a képtávolság közölt: 7 - Tt Fe Adott f fókusz- 


rávolság eseién milyen tárgy- és képtávolságra legkisebb a két távolság 
összege, és mekkora ez a minimális távolság? Ha a két távolság összegét 
y-nal telüljük, akkor 


y7— £34-Kk. 
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A lencsetörvényből kifejezzük k értékét és y kifelezésébe helyettesítjük : 


ártér kf, 
ik mfk-t-tf; 
1 Hi 
1-F? 


if 
y ett. 


k s 


Mivel / (a lencse fókusztávolsága) állandó, így y értéke csak / értékétől 
fugg. Titlerenciáljuk y-t mint f függvényét : 


dí (1—-fys ít— FV 
íz i:. kivételével mindenütt differenciálható. 
A (üggyénynek ! azon értékére lehet szélsöértéke, amcilyre az élső derivált 
mukla : 
et. 
(1— fp 
tetü (4— fp -frt, 
1-2 ferefy. r(r—2f)eü. 


Az egyenlet meyoldásai; 0 és rsz2f. A felírt függvénynek tehát ezén 
t értékek mellett lehet szélsőértéke. A szélsőérték létezésére és fajtájára a 
második derivált előjeléből következtetünk ; 


dy fe2G—-f) 25 
d! (cry 0 (-fi 


fh" :0-ra a lencsetörvény nem értelmezett (a tárgyat nem lehet a len- 
catben elhelyezni), 





l ü: 








tem 2 f behelyettesítésévei 
e) 26: 2 

mm -—-—  z—z[( 
de Ég f f 


tohát Y-nak minimuma van. 
Értéke ezen helyen 
HF 2: 
— 14h——  —2f4—— — 4f, 
F7 ízt 14-f f f f. 


A kép és tárgy távolsága tkkoör a fókusztávolág négyszerese. 
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s A ferde halítás távolságát megadó képlet: 
. tisin2a 
e kj 
ahol ra az elhajitott test kezdősebessége, ax a kezdősebesség irányának a víz- 
szintessel bezárt szöge (az, a 90"), e a nehézségi gyorsulás. Milyen uz 
érték mellett legnagyobb a hajítás távolsága? Mekkora ez a maximális 
távolság? (re állandó, g állandó). 


A hajítás távolsága tehát adott va és g esetén az a szög (üggvénye, Ütt 
lehet szélsőértéke, ahol x szerinti első deriváltja zérus: 


ü 
ÜSmaz Va os Ze — 0, 
der z 


Mivel g pozitív, tehát nullától különböző va kezdősebesség esetén (ha ro— 0, 
akkor a kérdésfeltevésnek nincs értelme) cos 22—Ű, vagyis 





1 ze rk, ahol k—0, ti, 42, ., .: ebből 
it Fi 
——4k— , 
azt 
Tt im. 
A megoldásnak értelme csak a-T és a szögekre van, Így 17 


Jaj H 


3 
— 457 és a-T 7 1359. 


A szélsőérték tényleges létezésére és fajtájára a második derivált elő- 
jeléből következtetünk : 








d: du 
d - B (2 sin 29) a — E sin Za 
doc F g 
a Ar 
da? Én x F- 
és 
d: Ap 3 4 
[ ").. a 2 29 gy ét a SB —Í)- Ü. 
da: f-j 2 £ 


Az az behelyettesítésekor tehát a második derivált negatív, és Így a 
függvénynek itt maxunuma van, Az üz behelyettésítésekor a második 
derivált pozitív, és így a függvénynek itt minimuma van. A két szélsü- 
érték fizikai értelmszése a következő: Ha egy testet egy vizszintes alap- 
egyenessel 45"-os szöget bezáró irányban elhajítunk, akkor az egyenés 
irányításával egyirányban ér el a test maximális távolságra. Ha a bezárt 
szög 135", akkor a test a negatív irányban tesz meg maximális távolsá- 
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an bh kettű nagysága természetesen egyenlő, hiszen a hajitás távolsága 
méri fügyhet az alapegyénes irányításának megválasztásától. 
Ás aa Értékének meghatározása; 


visin 90" we b 
Tar a ee ee a Sinin — 
É-i Fj tő 
vegyük észre, hogy s minimális abszolút értéke zérus, és ez éppen a 
virsgálatunkból kizárt s—6, ul. x— 909" esetében lép fel. 


4.  Fgy csatorna keresztmetszete a 67. ábrán látható alakú; a ke- 


67. ábra 





reaztmetszet 2mt kell, hogy légyen. Hogyan válasszuk a csatorna r és 
kh méretét, hogy minimális kerület adódjéékk? mekkora lesz ez a minimális 
kerület? A terület; 


rag 


A kérülét : 
K ma 3r2h--re. 


A kerület r és 4 értékétől függ, a terület képlete segítségével azonban 
errk egyike kiküszöbölhető. A terület képletéből A-t kifejezzük és K-ba 
helyettésltjük : 

4— ra 


emrtárfta 4; Az ; 
ár 











4— nt 2 
Km 7rt2 hrmz re ezekre mm 
r 2 
2 FR 4-Hir 2 
nt 2rh—b— sr Ja. 
r 2 GB r 


kh75 


Fz a függvégy minden pozitív r-re differenciálható. A kerületnek azon 
r érték esetén lehet szélsöértéke, amelyre r szerinti deriváltja nulla: 


ebhől 


( KKK 


4 2 4 Ta 
"HIT ——; pi — --—— : raj 2 





dr" 44 
A feladatnak nyilván csak pozitív r lehet a megoldása: 





FH es 075 mm. 


t-t —— 


4-bFn 


A szélsőérték tényleges előfordulására és fajtájára a második derivált 
előjeléből következtetünk : 


dK 4 . (dIK 4 
mez —n, és 41——i z-—— — rű), 
dr ( dő 1, B 

(Va: ny 


tehát a függvénynek az r, helyen minimuma van. A kerület minimális 
értéke: 


2 4-4 2 
ko (E) —— arrra 
v4átzt z 2 
84 -4-z 





sa 2/7714 me 2267 — 5,34m. 
7, Adott egy a és b oldalú téglalap. A 68. ábrán látható módon olyan 





3 Ji F 
68. ábra 


176 


egyenlőszárú háromszöget szerkesztünk, amelynek alapja a téglalap egyik 
a öllalávai egy egyenesbe esik, szárai pedig átmennek a tégialap másik 
két csúcspontján. Mekkorának válasszuk az egyenlőszárú háromszög 
magasságát, hogy területe a legkisebb legyen, és mekkora a legkisebb 
terület? 

vaz egyenlőszárú háromszög alapja a-r-2x; magassága b-3-z: területe 
tehát 

T (a-t 2x(bt-zj) 


2 , 
ebben a képletben két változó mennyiség fordul elő, ezek eryike azonban 


kiküszöbölhető, az ACH és CED háromszögek hasonlóságának felhasz- 
nálásával. Ui. fennáll: 


arniből 


z— — 


dx 
Ezt a terület fenti formulájába behelyeítesítve: 


(at 2) 65) 


x a ab 
2 -(3] 45] 
ab ab a: b 
2 


ab 
4—— bart — s abtbxt— . 
4x 2 4x 


1 - 





mille 
— 


Mivel a és b a téglalap oldalai adott állandók, az egyenlőszárú három- 
szög területe csak az x-szel jelölt szakasz hosszúságától függ. 
; A területnek ott lehet szélsöértéke, ahol x szerinti differenciálhányadosa 
zérus: 


d Tb h. b ab Azt ; 
dx inni dot 4 rt XX a, 
vagyis 
a ti 
XS, Xs, 
4 2 


A negatív gyököt azért nemn vettük figyelembe, mért az x szakasz csak 
pozitív lehet. 


Á szélsőérték fajtája a második derivált elöjeléből állapítható meg: 
dT ab 1) ab 


Al ej 2 


dea al e "6, 


AZ Difarenciálszámítás 


6] 
vagyis az egyenlőszárú háromszög területének minimuma van. Ha xz ; 
ab 
akkor e zb, és a magasság m :z b--z — 245. 
A minimális terület: 


ah ab ab 
Tau br —— — abt—t— — Zab. 
! a 2t a 2 23 
z 


A háromszög minirnális területe tehát az adott téglalap területének 
kétszerese. 


8. Adott egy a oklalú négyzet, amelynek mind a négy sarkából ki- 
vágunk egy-egy x oldalú négyzetet. Hogyan válasszuk meg x értékét, 
hogy a megmaradt lemezből az oldalak felhajlításával kapható — felül 
nyitott, a—2x oldalú négyzet alapú — edény térfogata maxirnális legyen 
(69. ábra)? 





69. ábra 


Az edény térfogata ; 
V s ig—2dr ex sa dtx— dat 44, 
A térfogat x harmadfokú függvénye. Ott lehet szélsőértéke, ahol első 
deriváltja nulla: 
e-t -Baxt ZA 70; 
Sat Y64rt—48e  Batáa 
24 24 " 
a a 
ul ei a: ui teri 


6 





Ta 
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A szélsőérték fajtáját a második derivált előjek dönti el 


sv 
da 47 da; 





er 5) 94. — ga — da 5 0: 
-1 2 





d: a 
F- J.-2r5-ta—-4a0 


Vagyis a térfogatnak az x, helyen minimuma, az xs helyen maximuma 
van. A minimális térfogat nulla, mért ékkor a lemezt félbevágiuk. A maxi- 
mális térfogat: 


ja 2 


FixJz 2-5) Tk — —— pe 7. 


Határozzuk meg az R sugarú gömbben elhelyezhető legnagyobb 
térfogatú henger sugarát és magasságát (metszetét í. a 70. ábrán)! 


S 


2 


NŐ 70. ábra 


A henger térfogata: V-rirm—2rftnx, ahol r az alapkör sugara, és 
x a magasság fek. Mindkét mennyiség változhat, de égymástól nem füg- 
metiknek, Így az egyik kiküszöbölhető. Fvthagoras tétele alapján ui.: 
RI cz r33-xi; ebből r-et kifejezve: r —F/.R1—xi; ezt a térfogat képletbe 
helyettesítve: 


V za 2(R1—x ax 7 2 RönxW—2net 
A térfogat tehát a magasság felének (és Így a magasságnak is) harmad- 


fokú függvénye. 
Keressük a szélsöértéket: 


179 


cbből 


a megoldás nem lehet negatív előjelű, mert x hosszúságot jelent. 
A szélsőérték fajtája a második derivált előjelétéi határozható meg: 


d"yV 





R R 
mallinx, És vő] --zz ee 
F3 V3 


ezért a fügyvénynek az xet helyen maximuma van. 
Az R sugarú gömbben elférő legnagyobb térfogatú henger térfogata: 





R R Ra 
Va d Fi Ell -táÉT ráe 
3 V3 33 
— 6R0n—-28Rőöz 4Röx 1 
43 3 yz 


Tehát a gömbbe helyezhető henger térfogata maximálisan a gömb 
térfogatának V3-ad része lehet. 


10. Határozzuk meg az R sugarú gömbben elférő icgnagyobb palástú 
henger sugarát és felszínét (70. ábrai! 
A hengér palástja: 


Pm Írn:2x — drrrx. 


Az r és x közötti kapcsolat az ábrán látható derékszögű háromszögre 


felírható  Pythagoras-tétel alanján: R!:— rt-3-xt, amiből ris FRt—xt, 
ezt a palást képktébe helyettesítve: 


2 8 
P — ázxY R2— — dnx(Rt— et. 


A palást így már csak egy mennyiség (a fél magasság) függvénye. Dif- 
ferenciáljuk ezt a függvényt: 


L AL 
7 tnlee— 9? rre 0-2] z 


- ar 
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A függvénynek ott lehet szélsőértéke, ahol első deriváltja nulla : 


a R- d 
sal S; 
VR3—xő b áz 





X—x—ext— ebből xx; 
V2 


a gyökvonáskor csak a pozitiv előjelet vettük figyelembe, mert x csak 
pozitív lehet. 


Tekirusük a második deériváltat: 








da: p 
erői 
1 21 
[ , VR— ső e 2x— ax (R7— 3(.2x) 
— dr f—(fő— ax) 5(-2x [- 
2 ) ) K-i 
4 I x 2x ax 
dr! — ——— e e 
VR: — x R-x ÍR -gay 
j KE x 
zs —47z ——— ——- 4-—— kr, — —  [—0 
KR (VR 


minden szóba jövő 0—x-— R értékre, tehát xs értékre is, vágyis etre 


az értékre a palást területe maximáhs, 


A maximális palástú heüger sugara r— V m-ő e és palástja 


R R R 
Fe P-t ézet 
y2 V2 y2 


A hengerpalást mazimális területe tehát a gömb felszínének a féle. 


41. Határozzuk meg az R sugarú gömbbe írható legnagyobb térfogatú 
Kúp sugarát, magasságát és térfogatát ímetszétét I. a 71. ábrán! 

Az ábra jelöléseivel a kúp térfogata: 
. BZ(R4a) 
— HERK " 


V 


1831 


NŐ a. ábra 


Itt az r és x mennyiségek változhatnak, azonban az F — Rő— a? kajr 
csolat áll fenm közöttük, így egyikük kiküszöbölhető, ezt az összefüggést a 
kúp térfogatának képletébe helyettesítve: 


V— (3 xniRtx) ki niRtxFíR—x) 

" 3 § 3 j 

A térfogatot megadó függvényt x szerint differenciálva: 
F 

ke a 7 (Rh xXO(R—xt(R-t-xy(— 1] - 


sz 5 (R4x)(2R—2x—x—R) 2 (R-t.x)(R—34x). 


Mivel R és x pozitív előjelűek, így az első derivált csak akkor nulla, ha 
KR 
R--3xzÜ, azaz Eg 


A második derivált: 
d: V 


"TT Ld 
7 7 (R—3x(R-rxj(— 99 (—2R— 6ax) 


-— 5 (2R-6x) 0, 


R KT 
mivel R és x pozitív, tehát a térfogat az xzT helyen maximális, 


V Rt VS 3. 
A kúp sugara: F— R-S- 7 An 
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R 4 
A kúp magassága: m—-xtR-rtRm-TR 


. A maxirnális térfogat: 


a-r0- 


Teltiát a kúp maximális térfogata a zömb térfogatának az rede, 


12. Adott területű és alapú háromszögnek mikor legkisebb a kerülete 
(72. ábra)? 


8R 4 
9 30 4Rán 8 
3 03 27 





Ld 





32, ábra 


Ha a háromszög, jr apját c-vel, területét 7-vel, magasságát m-mel je- 
lötük, akkar m-a tehát m is adottnak tékintendő. A háromszöget 


a magasság két derékszögű háromszögre bontja; az ábrán látható jelö- 
URKÉGYÓBI a háromszög oldalai: a — Vmt-xs; b— Ymi3(e—xk c. A 
erület: 


1 L 
k — Km-t ső HF Frétíc—x8B he írt art 3 [ré t(c— xx)" 4 e, 
Difflerenciálva: 


se 1 1 
ústaxa § 24 [m3-(c—xj] " -2(c— ax) (—1 ez 


mis 
nm] - 


xx —xK 


mig réz 
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Szélsőérték ott lehet, ahol az első derivált nulla, tehát 
x é—x . 
VETA Vere 
mindkét oldalt négyzetre emelve, majd a nevezőkkel keresztbe szorozva, 
lrt-t(c— xy] —te—xyím tr) 


Ránézésre láthatjuk, hogy mindkét oldalon előfordul az x"(c—xy? tag, 
tehát ezek kiesnek. 
Marad 


step —(c—x né; zám sz öné —2demta-tréxó; Rmxz dm; 


Irracionális egyenletet oldottunk meg négyzetre emeléssel; 


ilyenkor hamis gyököt is kaphatunk. ty azonban megoldása 


(gyöke) az eredeti egyenletnek, erről behelyettesítéssel győződhet 
meg az Ülvasó. 

A szélsőértéket szolgáltató háromszög tehát egyenlőszárú, 
mert a magassága az alapot felezi. 

Annak eldöntését, hogy a kerület valóban minimális, az 
Olvasóra bízzuk. 


13. Rajzoljunk egy 2a nyűásszögű körcikkbe egyenlőszárú három- 
szöget, a 73. ábrán látható helyzetben. Mekkorának válasszuk a három- 





73. ábra 


szög alapját, hogy terülété maximális legyen? Határozzuk meg a maximális 
területét! 
A háromszög alapja és a szög csúcsa közötti szakaszt x-szel jelölve, a 


terület: 
Te saga), 
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ahol 4" a háromszög alapjának fele, Az a és az x változó mennyiségek 
egyike kifejezhető a másikkal; ui. 


4a—xtgx, így a terület T — x(R—x)tpg a. 


A terület tehát most már csak az x-szel jelölt távolság függvénye, Dif- 
férenciáljuk a kapott függvényt x szerint: 7. 


dT 
. (R—xtax(— 1] tg a —(R—Z2Zx) tg a, 


szélsőérték ott lehet, ahol az első derivált nulla, ez pedig az x- eze 
teljesül. 


. . aT 
A második derivált: mm Z tg a -— 0, mert a-: WV, így a terület- 


R 
nek az x5 Fry helyen maximuma van. 


Az alap tehát 2a— R tg a, és a maximális terület: 


RK Ré 
11—h——ipe 
(5) att 


14. Bontsuk fel az 4 pozitív számot két pozitív szám összegére úgy, 
hogy az egyik szám négyzetének és a másik szám köbének összege 
runimális legyén! 

Legyen az egyik szám x, a másik pedig 4—x; ekkor a vizsgálandó 
összefüggés 

y7-(4—xY tax zs —2Axtat to, 
a függvény tehát harrnadiokú. Ezt differenciálva: 
y ——2442x14 34. 
Határozzuk még az első differenciálhányados zérushelyeit! 


35-42x-24—0; 


-2£V4-244 — —242V14-6A  -IRKTT6A 


Xp ST a — z — e: 
hit 6 6 3 ; 
—1-4HÉI:6A -1—FIt64A 
meg Ba E 20, tehát nem jön szá- 
mitásba. 
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A második derivált és helyettesítési értéke az x, belyen: 
yY—-2--6x; 
(xx) -242(—13Vtr64)—2—23-2V1t64:-0. 
A függvénynek tehát az x, helyen minimuma van. Legyen 4-4; ekkor 


—1rFIrzt 4 4 8 
gp — — ee — .— —öu és 4—x—4—— e, 
3 3 3 3 


A 6) ke 5) 5)-Srz 192764 256 [45 
Jann zta l ka 3] og og ag a 


15. Valamely mennyiséget ípi. egy test súlyáti 7-szer megmérjük. 
Légyének a mérési eredmények az Xis.Xrs.css.Xn számok. A mennyiség 
valódi értéke legjobb becslésének azt az x számot tekintjük, amelytől 
a mérési eltérések négyzetösszege a legkisebb. HBeveézetve az 


(x—xyPt(x—xF Hi... -t(r—x FF — A 


jelölést, keressük azt az x értéket, amelyre A miniimálr. 
szélsőérték ott lehet, ahol A-nak munt x függvényének a deriváltja 
zérus: 
dA 


az zi 2(x—xt2(x— xb e. -F2(x— xx) — 0. 


Kiemelve és összevonva; 
211x—(xi-borgrt... tax, H— Ü, 
azaz nes xit xset... tXm ÍGY 


XxitNat... tax . 


H 
vagyis a kapott x érték a mért értékek számtani közepe. 
d: A . - 
A második derivált: me mindig pozitív, tehát a függvénynek 


érre az x értékre minimuma van. [ 
A mennyiség valódi értékének tehát a mért értékek számtani közepét 
tekinthetjük. 


16. Adott égy háromszög a alapja és s magassága (74. ábra). Milyen 


legyen a háromszög, hogy az alappal szemben a lehető legnagyobb szög 
feküdjön? I 
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íg a — —— te §——. 
4—Xx X 
tea Hir ert ta 
v-tgy—tg(m 6) EE 
1—tgatg§ 1 4-—-x X 
m om 


d 
FT am 
axaxt — mt—gehai " 


1 — 





né 


Így a keresett szög tangense már csak egy változó mennyiségtől függ. 
Differenciáljuk ezt a függvényt x szerint! 
Ml dtgyY Hi — am(— a t2x) 
dx ie axtxy 
A függvénynek ott lehet szélsőértéke, ahol az első differenciálhányadosa 


nulla, vagyis ahol a tört szárnlálója nulla (és a nevező nem nulla? Mivel 
a és m nem nulla, a számláló akkor zérus, ha 


—at2Zxzü, amiből x5— 


taj 


Ha mzéajl, akkor a nevező ez esetben nem nulla, 
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Á. máscidik derivált, és helyettesítési értéke az xs—aj2 helyen: 
. Piagtat 8) 
dx 
— ami2 ímé — ax 4 ap —(— at 3 2(mt—üxtx)(—a-rr 2xi] 
(másak kay 





nti re— 





A kijelölt műveleteket néni hajtjuk végre, mert a behelyettesítés során 
íry gyakran egyszerűbben kapjuk meg a keresett értéket. Valóban ráné- 


r 


ft r Tr r z 
zésre láthaló, hogy az x7-7 helyen a számláló zírójélében a második 


ér 
tag 0; így az xp—- helyen vett helyettesítési érték : 


a s 1 
I —2am [2-5] 
18 2 4 
v [817——— at 
mt tp 
-ta) 
ichát a függvénynek az xs a/Z helyen maximuma van. 
a a 
2 0 a 2 a i 
Mivel ts ét, — — zz — és tg £$,— -— — ——, így a1— 8. és a há- 
ht 3m FF ázó) 


romszög egyemőszárti. 


17. Egy villamos telep belsö ellenállása R,, a külső R ellenállás vál- 
toztatható. R milyen értékére lesz a külső ellenállásra jutó villamos lelje- 
sítmény a lehető legnagyobb (75. ábra], és mekkora ez a maximális Fel- 
jesítmény? 

c 


ah 


u LL I 753. ábra 


R 


ag 


[—— e sms. — 


A villamos teljesítmény: PER. 
Ha a télep forrásfeészültsége E, akkor az áramkörben íiolyó áram: 


E 
I — . 
Rat R 
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és Így az R ellenállásra jutó teljesítmény : 


E hl a 
2 JEE. 
R.K (R.tRÉ 


amely a telepre kapcsolt R ellenállástól függ. 


; Differenciáljuk a teljesítményt megadó függvényt az R ellenállás sze- 
rant; 


dP p2 tet RV RB RB ; R.tR—2R 


áR (RH Rt (Rk ARB 
EK, ndi R 


(R,-Ry" 


A teljesítménynek ott lehet szélsőértéke, ahol az első differenciálhá- 
nyadosa nulla, vagyis 


KR —R —- Ú, tehát RK-KRK,. 
A második derivált, és helyettesítési értéke az R— R, helyen: 
dp a pit 1(R.- RP—-(R.— R1-3(R.tR) 


—x F3 
- 








dRt (R.4RY " 
— Í(2R Fi 
P(Ro- E JER szita 


í2R,y (ZROY 
tehát a függvénynek az Rz- R, helyen maximuma van, 


(2R) 48. 4R 
Tehát a terhelő ellenállásra jutó maximális teljesítmény 
il E: 
4 Ré 
18. Egy országúttól , a" távolságra van az A község és , b" távolságra 
a B község; a kettő vetületének távolsága az orszárúton d. Mindkét köz- 
séghez az országút egyazon pontjából kiinduló egyenes bekötöutat kell 
építeni úgy, hogy a két bekötőút együttes hossza a legkisebb legyen. 
Hogyan válasszuk meg ezt a pontot (76. ábra)? 


C-vel jelöljük a feladat feltételének megfelelő pontot. 
A teljes út az ábra jelöléseivel: Z — 5s.-H5ss, ahol 


sszYarat; s -FKétrld— xy. 
kt 3 £ 3 
ZzVYVéhorYBt(d—xyt ént F I -k(d— xy" 
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76. ábra 





Differenciáljuk Z-t mint az x függvényét: 
dZ 1 1 1 -1 
mm zérxe "-2x It (d—x1 " e2(d—x)(— 1 
2 


x d1—x 


TESTET 


A függvénynek ott lehet szélsőértéke, ahol az első differenciálhányados 
nulla, vagyis 


x d—x 


kézre KHEGZe 
Az ábrából látható, hogy 





x 4—x 


— — züüsn ús —————— s cos b. 
Ve xz 44 (d—x) 

amiből feladatunkban következik a szögek egyenlősége is, vagyis 
az §. 


Ugyanúgy kell tehát eljárnunk, mintha az 4A pontból egy fénysugár 
indult volna el, és ez verődött volna vissza az országútról, mint tükörről 
a utba. 

19. I Egy test az I. félsikban (77. ábra) adott cz sebességgel tud haladni, 
a I félsikban pedig adott c, sebességgel (css-cak Milyen kapcsolatnak 
kell fennállni az ábra szerinti kündulási x és d szögek között, hogy a 
test a legrövidebb idő alatt jusson el az f tartománybeli A pontból a II. 
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f7. ábra 


tartománybeli 5 pontba? Jelölje az A pont távolságát a két síktartomány 
határoló egyenesétől a, és a B pontét b; a két pont vetületét d. 

Az egyes útszakaszok — az ábra szérinti x szakasz bevezetésével — 
a kövétkezők: 


sz Fetíd-xg és 57-VKFix. 
A menetidő: 
Vt (d—xy 4 Fi ir 


F— tf. t-i 


A. menetidő, melynek minimurnát keressük, x értékétől függ. Ezt a 
függvényt differenciálva, 


gr 1! at (d -T.2(d 

d a 71 t(d—xy) " "21d—xy(— 1) 

—ff—x) xX 
- 


ciYat-t-(d-xE GYarR 


A függvénynek ott lehet szélsőértéke, ahol első differenciálhányadosa 
nulla, vagyis ahol 


] 1 -L 
t—— fra ff) 1.2 
Cs 2 


x 4d—x 


ekerb  cKőra— 
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Nem fejezzük ki x értékét, mivel ez meglehetősen bönyölult lenne, 
hanem az egyenletet a és 9 szögfüggvényei segítségével! írjuk fel. Az ábra 
alapján 











x d—x 
sin § — és $lf a — a 
EFE VETGR 


ezt behelyettesítve előbbi kifejezésünkbe, 
sin8 sine 
Cs Cr j 

vagy átréndézve 


sma e 


sin e 
A szögek szinuszai és a sebességek közötti kapcsolat mcg- 
egyezik a fénytörés ismert törvényével, ba c, a lény térjedési 
sebessége a I. közegben, és c. a H. közegben. Ez is alátámasztja 
azt a tapasztalatot, hogy a lény két pont között mindig olyan 
úton halad, amelyre , menetideje" a legrövidebb. Azonos kö- 
zegen belül ez egyúttal a , legrövidebb" —- tehát egyenes — Út. 


Annak mégállapítását, hogy az így kapott szélsőérték valóban Tulni- 
mum, az Olvasóra bízzuk. 


2. L"Hospital-szabály alkalmazása 


A LHospital-szabály lehetővé teszi, hogy bizonyos eselek- 
ben kiszámítsuk olyan törtfüggvények határértékét valamely 
xzza helyen (az , a" hely lehet véges vagy végteleni, melyek 


mo F - Ü ak an Éj) ut 
helyettesítési értéke itt g 1], z határozatlan alakit. 


Ha ui. lírn f(x) —0 és Lim g(x)—Ű [vagy im fixy— se ÉS 
him E) - od] és az f(x) és (9 függvények az va" hely kör- 
nyezetében differenciálhatók, továbbá e (a)-0, akkor 


im 72 - im 
zsag(x)  2-og09 
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Vagyis a két függvény hányadosának határértéke —. az előbbi 
feltételek esetén — a derivált függvények hányadosának határ- 
értékével egyenlő. Amennyiben tm 1 f "(xb és him 2 (xy—b 
(ill. mindkét határérték cs) és a "második deriváltak az a 


hely környezetében léteznek, akkor a szabályt ismételten alkal- 
mazhatjuk, 


Megtegyzés: Az f(x) És g(x) függvényeknek nem kell az 
x a helyen értelmezve lentuök, mert csak a határérték létezé- 
sét használtuk fel. 


Az előbb tárgyalt két esetre vezethető vissza még a követ- 
kező öt eset Is: 0-oa, cs — ca, 0, cat, 17, Ha ugyanis például 
az első esetben li JAVNE ÉS Hm g(x) — -t es, akkor — fel- 
használva, ho im—- 0 —-- 

BBB nag) 
lim f(x): gr) — bim 29 —: fi 
209 
alakú, tehát alkalmazható rá a LHospital-szabály; azaz 
m.1 pm £69 


xag 1 x 1 
20) g() 

Hasonlóképpen a második esetben, amikor lim f(x— es, 
ÉS im gix)— es, lm Ex) — gi] — 06— os lenne, de a kü- 
tönbséget átalakítjuk úgy, hogy szorozzuk és osztjuk (x)i 
tgíxtszel. 

m 469—z0N[/09 teli 
HEZ FO) go) I 
A nevező határértéke végtelen, a számlálóé pedig vagy véges, 


vagy végtelen. Ha a számláló határértéke véges, akkor a tört 


határértéke nulla, ha pedig végtelen, akkor alkalmazható rá 
a LHospital-szabály. 


13 Dilferenciálszámiítás 
193 


A harmadik esetben: legyen lim f(x) —0; him g(x)—0, az 
adott függvény pedig y-f(xy"? alakú. 
Mindkét oldai e alapú logaritmusát véve, 
Iny—g6) ln fo; 
ennek határértéke 
liminy — limfg() In 79] — 0-(— c) 


alakú, és így az előbbiek értelmében az első esetben használt 
átalakítás után alkalmazható a L Hospital-szabály. Mivel a 
kapott határérték lny határértéke, ezért ebből pl. vissza- 
kereséssel lehet meghatározni y határértékét. 

A negyedik esetben legyen lim F(X) — ca; im g(x) 0, az 


adott függvény pedig 
yzfiy 


alakú. i 
Mivel lím y—-lim ffxyé — c alakú, ezért előbb mindkét 


oldai e alapú logaritmusát vesszük: 
iny-g(x) in Ax). 
Így ln y határértéke 


im In y — HmIg(x) in Atx)) — 


alakú, ezzel a feladatot visszavezettük az első esetre, tehát a 
HU Hospital-szabály alkalmazható. 

Ha IÍny határértékét megkaptuk, ebből már meg tudjuk 
határozni y határértékét is. 

Legyen végül lim f(x 1; és him g(x)— es, az adott fúgg- 


vény pedig y-f(xyt alakú. 
A határérték ekkor 


hmy — lm fagy I 
alakú. 
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Mind a két oldal e alapú logaritmusát vesszük: 


In vy—-g(x) In 60; 
ekkor 
Him In y — limig Go) in fe — ee 


alakú, így az első esetre vezettük vissza in y határértékének 
kiszámítását; ebből y határértéke meghatározható. 


Gyakorló feladatok 


x 
Írt —- 
z? 





1. hm 
ra? x—2Z 


2 
ln z- 1—ú; 2—2 — 0, tehát a tört helyettesítési értékére az x—2 








Ü 
helyen p adódik. 
Alkalmazzuk a L"Hospital-szabályt: 

" 2. 
in 7 [da 7 57 1 1 

x 

lira z lím ———— sz him — him — ——-. 

xag X—2 xa2 x—ZY xag 1 rat X 2 


; 1 
Megjegyzés: Mivel az 7 függvény az xc2 kelyen folytonos, tehát a 


bal és jobboldali határérték megegyezik, vagyis jogosan beszélhetünk 
határértékről. 





in x 
ka im "s Először a jobboldali határértéket számítjuk ki; 
E-t — 
ln Inxt—ü:; 1—1-—0 
xzaltú 


Ő 
tehát a tört helyettesítési értéke az x—i helyen Fi határozatlan alakú. 
A LHospital-szabályt alkalmazva: 
1 
—.1x 
, ln x x 
lim az sz lm — s:2. 
zs1410x—1] xzoi4g I xsitü X 








Las 
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Mivel a z függvény az x— : helyen folytonos, ezért a két különböző 
fi aj 


oldali határérték megégyezik, tehát 
ld 7 








Tim s 2. 

xi x—1 

.  sinx l : re ű 
3. dim z? Mivel síin0—0, tehát a tört az x— 0 helyen Fry 

x—aü XX 


alakú. Mivel itt két páratlan függvény hányadosáról van szó, mely páros, 
az x—ú helyen számított bal- és jobboldati határértékeknek — ha lkétez- 


nek — meg kell egyezniök. 


sin x .  CÖSX 








Hrn sz. im zéos0- li, 
zzb XX xb fi 
arct 
4. im FSS? Az arctgú— Ő összefüggés miatt a tört az x—Ű 
X-rÚ fé. aj 


Ü 
helyen § alakú, Az előző feladathoz hásonlóan a bal és jobboldali határ- 
értékek — ha léteznek —- egyezőek. 





1 
arct 1 1 
im FEET tm — 2 km —— s 1. 
xXsű x X-Ű l xan Í1te 
Jx—si ú 
5. im EE 9 2.0—sin0 — 0 miatt a tört az x — Ü helyen — 
x-ü xx Ü 


alakú, A szárnláló páratlan függvény, a nevező páros függvény, ezért 
először a jobboldali határértéket számítjuk ki, azután a baloldali határ- 
értéket. 

2x— sin x 5 2—c05X Hi 
X-s4-D Faj Ni X-t FŐ 2x Ni " 


mert lím (2—cos x) — 2-1 — I, és a nevező a pozitív szímokon keresz- 
xx t0 

tül tart nullához. 
Vizsgáljuk még az előbbi kifejezés baloldalt határértékét! 


2x—sin x . 2-60sXx 
l rra — hr — ————— E —am ÉKEK 


Í 
x7T——űü x-rÜ 2x 





mert a szárniáló határértéke most is 1, de a nevező a negatív számokon 
keresztül tart a nullához; tehát a bal- és a jobboklali határérték nem 


egyezik meg. 
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55-7" - 
6. Lima z —? A tört helyettesítési értéke az x-0 helyen — 0 
Xx-r 
alakú. Először a jobboldali határértéket számiítiuk ki. 


55-g 5 1n5—""In7 








lim 
F--Ü X xX—-4 40 i 
5 
— Hm (5"1in5—7" 1n9 — 591a 5—9in7 — 1 5-—1in 7 — in —-. 
ra 4ű 7 


A  baloldai határérték szintén ugyanannyi, mert az 57, ill, 7" függvé- 
nyek a nulla helyen folytonosak. Tehát 











57 ag 5 
lim z In —. 
X-Ú xx Fr 
Tag. . g-t : 
To dim —? hm ——— 2-7? A helyettesítési érték az x5—0 
r— HÚ § da 1 Mg x 
—1 
helyen mindkét esetben . zi Fi alakú, 

j; F s ai . F"1ln7-$"in5 

Im —  mz — az ;, 
X-r FÚ xi xX-r-ü 2x 


7 
imert lim (7"117—5" ln 5)—1n7—1n 5 1n-— — 0, és Zxa pozitív számo- 
E-t 
kör keresztül tart nullához. 
a tm 5e7-őSts 


Hm 
XA —Ű x x--D 2x 


mert a számláló határértéke az előbbi, de a nevező a negatív számokon 
keresztül tart nullához. 





véka zre. gt 
8. . hm —— - —-? lm —— —-7? A tört helyettesítési értéke 
át FŰ xi 0 x—a—ű a 
az x — 0 helyen a 7 alakú. 
im oz MY 2".31n2—3".-4ln3 
xXY—a 4Űű 4 ún "ka ü Jx i 


A számláló jobboldali határértéke: 


8 
lirm (2.31n2—3".41n33—n—-- 6, 
xatl 81 


tehát véges negatív szám. 
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A nevező jobboldai határértéke: Ú; mivel x a pozitív számokon ke- 
resztül tart a nullához, Így a tört jobboldai határértéke: — ea, 
A baloldali határérték kiszámításakor azt kapjuk, hogy a számláló 


8 
határértéke ln "TÉb de a névező a negatív számokon át tart a nullához, 
tehát a tört baloldali határértéke: -k-s. 
tg 7x 
9. dm É 


xz—-rű xx 
és elemi úton ís. 





—? A feladatot megoldjuk a L"Hospitai-szabállyal ís, 


Ezzel hívjuk fel az Olvasó ügyelmét arra, hogy az ilyen 
típusú határértékek nemcsak a LHospital-szabállval otdhatáók 
meg. 





I. Megoldás: 
Ü 
Az x—0 helyen a helyettesítési érték ri alakú. 
T 
tg dx .  cost7x 
lim — —-z—— Ni -—— sz lim —-— — 
xatú X x— HŰ I x- 46 €08 Ty 


mivel a nevező határértéke 1. 
A baloldali határérték szintén ennyi, mert a 





- tört folytonos a 
Tx 
nulla helyen; így 


tg 7x 
lm E 7. 
x—t XL 


IE Megoldás: 
A feladat megoldása elemi úton: 











. lg xx . sin ix 7 
Ím sz fm a - — 
x—a-Fü XX xadn Ír COS TX 


m[I7—7. 








xatt TX 0 xad4ú COSÍX 


A két eredmény megegyezik, dé az elemi út ebben az esetben könnyebb. 
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Itt említjük meg, hogy a LHospital-szabály a határérték- 
számítás hatásos eszköze, de — amint ez a példa is bizonyítja 
— nem vezet mindig a legrövidebb megoldásra. 


sin dx 





ú 
10. lim tg Sz —? A helyettesítési érték az x—n helyen -7 -— alakú. 
Éden 


Két páratlan TEGVÉNY hányadosa páros függvény, ezért a bal- Tés jobb- 
oldali határérték — ha létezik — rmnegégyezk, 





sin áx . d$ecgsdx . d4dcosSzrcosáx 
li lim —————— — . 


xzaz Íg 5x x-gt 5 XS a 





cos xx 


Mivel lim cost 5x- 1], és lim cos dx szi], ezért 
X-rE 7-tjF 


sin dx 4 





xaz tg sa § i 


xt 
11. lim a ? A számláló és nevező határértéke egyaránt végtelen, 


X-taú 


igy a tört — határozatlan alakú, Alkalmazzuk a L"Hospital-szabályt: 


. 2x 
Mm 
Jet ör 2 —t ára 27 In 2. 





A helyettesítési érték most ís —- alakú, tebát ismételten alkalmazzuk 
a LHospital-szabályt: 


lm ——— — lim —— —- . 
x-re 2Z5In2Z zza Ziinzy 


A számláló véges (2), a nevező határértéke végtekn, így a tört határ- 
értéke nulla; 
Fi 
im — — 0. 


JÉ-t öa 7 Aa 


270—dxtS date 
12. lm ——— e —? A helyettesítési ért —n alakú lenne. 
xan (Xt4-5xr—3 ék önts 


A feladatot LHospital-szabállyai és elemi úton is megokdjuk. 
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I. Megoldás: 
A £L Hospital-szabályt egymás után háromszor alkalmazva: 


2x9—4x-45 Hi öx—-d .  42x . MM 2 


— — e, 
LT — 


Im ——— —] - 
XA ea 7x05-4L5x—3 H-t ök 21x"3 5 


III — — MI — — - 
XY— ag 42lx X-r ag 42 ? 
I Megoldás: 


A szárnlálóból és nevezőből x"-ot kiemelve; 





d § 
x 1 2——--4 ——- 
. xi ax 2 
lim — zs — , 
xi a 
.5X -z ker Bé ; ni , 
13. dm z? A tört belyettesítési értéke a végtelenben — alakú; 
Xg ra ft. aj ej 


alkalmazzuk a LHospital-szabályt: 





5 
lirri — him ——— — lim 5x— es. 
X-r a in dx Xn 7 —k aa 
4x 
14. lm 2xilnx? Mivel Ín x csak pozitiv x-ekre van értelmezve, tehát 
xX—-aHŰÜ 


nem beszélhetünk baloldali határértékről. 
Itt lim 2x—0, és lim Íhnx——se, tehát a helyettesítési érték 








x— tr xXY-—- tű 
0-1 — se) alakú. 
Alakítsuk át törtté az éredeti kifejezést a következő módon: 
2Inx 
lim Zxinxzi lim m? 
xra hú xX—-ű l 
z£Z 
! 
Mivel hm 31nhnx——oes, és lim — — cs, így alkalmazható a LHos- 
X- FŰ x—rÚ X 
pital-szabály : 
] 
21 e" 
IX Xx , 
— lim —— — lim (—2xh— ú. 
xa-FŰ xatú 4 x— HÚ 
x a 
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15. lim 2xretg3x—? 


xb 
Mivel páratlan függvények szorzata páros függvény, ezért az x5sŰ 


helyen a Dbal- és jabboldali határérték ——- ha létezik — megegyezik. 
A helyéttesítési érték 0-s határozatlan alakú lenne. 


I. Megoldás: 


A szorzatot törtté alakítjuk és a L Hospitai-szabályt alkalmazzuk: 





2 2 2 
líim 2x étg 3x — lim — hm —— zs lim — cos 3x — — . 
7T—t xan tg ix x—ab K-t 3 
cos: 3x 
It, Megoldas: 


A kilejezést ügyesen bővíttük, tényezőkre bontiuk;: 








2 x 
lim Zx ectg 3x — lm —" ——— :-c05 3x — — , 
x-ab X-rÜ 3 smjdax: 
ugyanis jól ismert, hogy 
3x ,. . 
Ir — —], és lim cos3x-—l. 
xati SH 3x xX-Ú 


ló. lim 7"? 
x— HÚ 


A helyettesítési érték 07 alakú, A feladatot úgy oldhatjuk meg, hogy a 
kifejezés logaritmusának határértékét számítjuk ki. 


Légyen yea" akkor 
in vy — In as" — (sin x)in ax; 
Em hmny-7 lim (sin xiin x—0(— ee) 


xX-r HŰ X-—r HÜ 


alakú. 
A szorzatot átírva tört alakba; 


j Mm x — an 
lirri - 
XxX-a FH 








sin x 
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alakú, most már alkalmazható a L"Hospital-szabály: 





1 
; in x . x 
im ———- im ——— egz" 
sari x-etó —Úsin xx" c0sx 
sir x 
. — sr x —sirix sín x 
z lim ———- — EE 


tn TTI 
ra 4iü XFCGSX xa TÜÚ x COsS ax 





. sun x 
z hm — . lm tgx:-f—1-0—0 
x— 40 xX xX--kő 
Mivel líim lny- 0, ezért Im yz!. 
xzadü FU 


A függvénynek csak jobboldal határértéke van az x—0 helyen, mert 
a negatív x értékekre x""" nincs értelmezve. 


17. im ésinxFY-? Baloldali határérték nem létezhet; wi. nuilához 


Err 

közeli negatív x értékekre sin x-—0, viszont negatív szám valós kitevőjű 
hatványa általában nincs értelmezve a valós számok körében. Tehát nem 
végezhetjük el az x—- —Ú határátmenetet. 

A függvény helyettesítési értéke az xz0Ű helyén 6" alakú. A feladatot 
az előbbi példában alkalmazott módszérrel oldjuk meg. 

Legyen ye (sin xy; akkor In y— ax Ín sin x, és ím ín ys: líim x in sin x, 
arni 0-(— e) alakra vezet. x—TÚ x-rtÜ 

A szorzatot törtté alakítjuk úgy, hogy az x-et a nevező nevezőjébe 
visszük; ekkor a számláló (—sa)-hez, a nevező pedig (4 ejkhez tart, 
vagyis alkalmazható a L"Hospital-szabály : 











in sín - "CO8 X 
HsNnx , $In x : x 
- z líim ———— -- lim [7 xcoszj 
xa Fi 1 X-4-Ü Í X— FŰ x 
x xs 


A szorzat egyes tényezőinek jobboldali határértéke: 


xX 
lim [5-7 Hm xcosxz0-t— 0; 
x-rTÜ SI Xx x-iü 


ezt felhasználva 





xcosxj —0, vagyis  lim lnhy-0, 


im, ( sin x X-r-kÉ 


és Így líim y— lim Ginxy —t. 
k ada d X-r-FÜ 


ZÖZ 


FJ 
18. Jim (ctgx$5—?  Határértéket nem keresünk; ni. ctgx elég kis 
3-s4Ú 


negatív x értékekre negatív, dec negatív szám valós kitevőjű hatványa 
általában nem értelmezett, ezért balról nem végezhető el a határátmenet. 

A függvény helyettesítési értéke az x—ü helyen s alakú. Logaritmá- 
lással alakítjuk át. 


a 
— 
Legyen Ín y — Ín ícig xy — Fxinctgx; akkor 











l ] 

. 3 . In €ig x . zzzr( sint x -) 
lim Fxinctgx— lm -—-—  — Um —. A 
xa tü XX 4Ú - X-r4-Ű 1 -£ 

X -—x ? 
3 
tl B 
3xYx . x 3Éx 
sz mesz sz Tim : z 


XAFÜSTNXCOSI  r—4t SÍNnX COsXx 


B 

sox Mx 

z hm — : hm sz 1-0: Ü 
zati SX z-tú COX 








Mivel Hmin yzd, tehát 


ú 
limyz lim tetg xét — 
X- HÚ 


19. dna o sin 7 —? A függvénynek baloldali határértéke nincs, ui. 
sin x elég kis negatív x-ekre negatív, de negatív szám tetszőleges valós 
kitevőjű hatványa nem értelmezett, ezért a határátmenet nem végezhető el. 

A függvény helyettesítési értéke az x—0 kelyen 07 alakú. Az in y-— 

IL 1 
—]n (sin x) "—— Insin x jelölést hevezetve, 
x 
. , 1 ; 
im hlny—- lim —lnsinx—— e, 
XajÚ x-adtú X 


mivel a számláló határértéke — cs, a nevezőé pedig nulla. Mivel lm Íny — 
z — ma, tehát 


1 
Hm psz klim Csin xx" — 0. 
XYa HÚ 
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20. hm o xt"ttiss —? A kifejezés helyettesítési értéke az x —Ü helyén 7. 


Y-r-HŰ 
Legyen 
[ő 
Iny—- ln ate. 
Ekkor 
2 
; 2 : 2Ínx x 1 
lim ————— eln x — lim -— —— - — lim ——-- — —., 
x—rü 3-tAálnax xatú 3tálnx kata 1 2 
xx 


Összehasonlítva az első és utolsó tagot 


l 
lun In y s —, 
k d dl [ 2 


ebből 


i 
lim py— e? — Fe. 
x—a tü 


A kifejezésnek baloldali határértéke nincs, mert negatlv számnak valós 
hatványát általánosságban nem értelmeztük. 


3. Elemi függvények Taylor-sorba fejtése 


A Taytor-formula a következőket mondja ki: Ha az Íg, x] 
zárt intervallumban az f(x) függvény (nr— 1)-szer folytonosan 
differenciálható és még n-edik deriváltja is létezik az inter- 
vallum belsejében, akkor felírható 


ús 29 





fe e fDdr ZEF (dr 


LAZA jos (a 4 R.(a, 2), 


ahol R (a, x) az ún. maradéktag. Ennek Lagrange-féle alakja 
e 2 


FT (a .. 


R.(a, xy — ——— 0 [a-- 0(x— a, 
ahol € egy alkalmas 0 és 1 közötti szám. 
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A példákban az a--€(x—a) — € jelölést alkalmazzuk. 

Ha az f(x) függvény az [a, x] intervallumban akárhányszor 
differenciálható, akkor a Taylor-formulát végtelen sok tagra 
felírva, fix) fayler-sora adódik: 





f09 — fe EZEpfg4 TT 


1 KA —gr ef? (a) 


Aménnyiben ez a sor a-ra konvergens, vagyis az 


.- EZÉ fg 





maradéktag zérushoz tart, midőn 7-res, akkor azt mondjuk, 
hogy az f(x) függvényt az a pontban Taylor-sora előállítja. 
Azon pontok összességét, amelyekben f(x) Taylor-sora kon- 
vergens, fix) könvergenciatartományának nevezzük. 

sokszor a könvergencia a maradéktag vizsgálata helyett 
egyszerűbben állapítható meg — pl. az alábbi konvergencia- 
kritériumok alapján. 

Leibniz-féle konvergenciakritérium: Egy váltakozó előjelű sor 
konvergens, ha a tagok abszolút értékei monoton tartanak 
nullához n--cs esetében. 

DP Alambert-féle vagy hányadoskritérium: Egy pozitív tagok- 
ból álló sor konvergens, ha az egymás utáni tagok hányadosa 
bizonyos n-től kezdve fn:-WN) egy 1-nél kisebb g szára alatt 
marad. 

Az a7-0 választással speciális esetként a Maciaurin-formuia, 
il. Afaciaurin-sor adódik. Tehát a Maclaurin-formula : 


J0) - NOLZTOLÍ TV 
EV R.69; 
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a Maciaurin-sor pedig 


MD E NVAZT OZ 04. ZTTM0A- s 
Könnyen belátható, hogy az 
fix) — apa xt.. tax 


n-edfokú palinornor Taylor-sora minden a-ra (röviden: min- 
denütt) előállítja; ugyanis az (n-t1)-edik és mindén maga- 
sabbrendű derivált nulla, tehát a sor csak nm tagból áll: 


— 9 





FF (at...t 





fe) - 


4 9) TB fogg), 


Az n-edfokú polinom Maclaurin-sora: 
x E ai x Led x" An 
Fe) — T094-p ff 00)--zg FT (0)... E €0) 


Gyakorló jeladatok 


I. y— 21—5432xt— 314246. Írjuk fel a függvény a—2 hely- 
hez tartozó Tayior-formuláját, vagyis alakítsuk át a függvényt úgy, hogy 
benne csak x-2 hatványai szerepeljenek! 

Mivel a feladat megoldásához a deriváltak, és azok x— 2 kere tar- 
tozó helyettesítési értékei kellenek, először ezeket számítjuk ki: 


y —6xt—25Szt48x2—9xt44x; 
ya 304 1008 24x2—18x- 4; 
y7 — 1202—3001-448x—18; 
yt — 360x1—600x 48; 
yó) z 720x—600; yi"! — 720. 


A hetedik és ennél magasabbrendű deriváltak értéke azonosan egyenlő 
nullával. 
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A helyettesítési értékek : 
yí2y sz 25—5-20-x2.28—3-293-2. ETŐ 
sz 64-—- 160-4-32—24-3-81-6 — - 74; 
y (2) — 6.27—25.243.8-22—9.273- 4.2 — 
sr 192—400--64— 3618 —— H72; 
y"(2)—- 30-25—100-?t-24-21— 18-27-44 — 
sz 4850 —300--96—361-4 5 —256; 
y" (2) s 12025 40-21-t48.2—18 5 
— 960—1200--946— 18 — — I6Z. 
yo (2) e 360-27—600-2-4 48 — 14460—1208-HAB sz 288; 
ye (2) — 720-2— 600 — 1440 — 600 — 840; 
via) — 720. 
A Taglor-palinom tehát 





— 172 —256 
y-—744 (x— tegye ét 





t gya 7 (x- eken p 66 tar 2. 


A szánegyütthatókat kiszámítva: 
y:- —74—172(x-29—128(x—2)?—27(x—2B 4 12(x—2ytr 
1T(x—2"t-(x--2yY 
Ennek a felírásnak előnye könnyen belátható, ha valamely 
hatványfüggvény helyettesítési értékét kell meghatározni vala- 
mely egész értéket tartalmazó kis intervallum sok pontjában. 


Rendszerint az egész értékhez tartozó függvényértéket ismer- 
jük, ili. azt könnyebb kiszámítani. 


2. Határozzuk meg az előbbiekben átalakított függvény helyettesítési 
értékét tkét tizedésjegy pontossággal az x,—2 1, xa—22 B. x.—2 01 
helyekenl 

yí2 1) s —74—172(42,1—2)— E28(2,1—27— 
— Z7(2,1—2y-4-12(21—27 67212" HH(21—2Y ez 
— —74—172:-0,1—128-001—27-0,001 -4- 120,0001 -4- 
-H 7 0000 01 4-0,000 001. 


Az egyes tagok nagyságrendjét összehasonlítva látjuk, hogy az ötödik 
tag már csak az eredmény ötödik jegyet befolyásolja; így az elsü négy 
tagot hagyva meg 


y(2,1) az —74—17,2—1,28—0,03 — — 9251. 


Ha a függvény eredeti alakjába helyettésítettünk volna, akkor a követ- 
kezőket kellett volna kiszámítanunk : 


yő hsz 21t—5-215-r2-218—3.2,193-2.-2 1946, 
ari elég nehézkes. 
v(2.2) s —74—17T2-0,2—128-004— 27.008 12-0,0016 4- 
-H 7-0, 000 32 0,000 064. 
Csak az első öt tagot vesszük figyelembe, és igy 

y(2,2) sz —74—344—5,12—0,221-0 02 — — 11376; 

píz 01) — —74—172-0,01 — 128 -0,017 — 27-0,017-4- 
4 12-0,01t3-7-0,0153-0,01t — —74—1,72—0,0128 — 
— 00060 027-4 EZ .0019-- 7 -0,017-4-0,01", 


Mint látható, a második tizedesjegy értékét csak az első három tag 
befolyásolja. 


yí2, 01) sz —74—1,72—0 0 — —75,73., 


Ha az eredeti alakba helyéttesítettünk volna be, akkor háromjegyű 
szám (201) hátóodik hatványát is kt kellett volna számítanunk, ami sak 
munkát jelentett volna. 


3. Számítsuk ki az y — 5-4-25—dx8t3-2xt—7xti2x függvény helyet- 
tesítési értékeit az X—i,] és xs— Ül hélyeken hat jegy pontossázzgal, 
az a— 1 helyhez tartozó Taylor-polinora segítségével! 

Először a függvényt x fogyó hatványai szerint rendezzük, mert Így 
könnyebb a dertvállat ellenőrizni, 


ye xőt2t—— 4 Tét 2xt- 5. 
Meghatározzuk a differencsátihányadósokat.: 


y — 5xt48x7— 126 —i4áx-t2; 
y" s 2707 -4-24x" —24x— I4; 
y" — 60 t48x— 4; 
yt — 120x-4- 48; 
ye — 120. 
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A további deriváltak értéke azónosan Zérus. 
A helyettesítési értékek az x-i helyén; 


Y(1)—14-2-1—4-1—7"1-42145:5—I; 
y(Ih—5-138-1—12-1—14:-142—5—II; 
y(1)-20-1424-1—24-1—14- 6; 
Y"(11—604-48—24— 34; 

por) 120448 — 168; 
ví) — 120. 


Az a—! helyhez tartozó Taylor-polnom téhát: 


cl] Ő 34 
yz -1it—T — tap 6—IÉtgy 6 ÍS -k 


168 120 
tegy 6—Dt pr (x—D; 


y5s—1-11£x—1)--3(67—1)74-14(x—HY4-7(xr— yt (r -1F. 
Most meghatározzuk a függvény értékét az x,—],1 helyen: 
si, ——1—11-0,14-3-0,01-4-14-0,001 -- 7 -0,0001 1-0,000 01, 
yíi,14——1—1,1-4-8,034-0,014-4-0,0007 4-0,000 01 — 
— —2.1--0,044 71 — —2,055 29. 
A függvényérték az x,—1.01 helyen; 
y(1,014——1—11-0,61-4- 3-0,0004 -- 14-0,000 0014 7-10773- 107". 


Az értéket ismét csak hat jegy pontossággal határozzuk meg. Mivel 
az utolsó két tag ezt nem befolyásolja, ezért 


9(1,01) £r—1 —0,k1-4-0,0003-HO,000 014 — —1,11--0,000 314 — 
-a —1,109 686 ss —1,109 69, 
4. Írjuk fel az y—sin x függvény Maciaurin-sorát, és az xx helyen 


a Taylor-sorát. 

A függvény deriváltjai: yo zc0sx; y 5 —sinx; py"——cosa; 0 s 
—$5inx sib, általában Y"9—sinx, jött gos ax, vért sina, 
peer — — ÜT X. 


14 Differerriálszámítás 


A függvény Maciaurin-sorát határozzuk rseg először. 
y(0) —sin0—ú; yühz-cos0— 1; y(04——sinú— 0; 
y"(0——cos0——!; sit 





Vagyis 
1 Ü —1 Ü 
szüret étapy ét etes 
azaz 
. x a xx 
snaizxeeptar art 
A függvénysor [Lagrange-féle maradéktagja : 
sin Ej 
Rt z) nee x, ahol 8—£—x. 
Hi 
Mivel 
(sin jé"! x" 
RK. (x) z — ex 
nm! 
ÉS 


lm R,(x) — im Ez him EZ E o 
1 nt — Hm Hi — na 1 2 30 ml " 





H-t en 
mett s növelésével az előző törtet egyre kisebb számmal szorozzuk és 
az £ szorzótényező rögzített x-re nullához tart, midőn - ss. A maradék- 

H 
tag tehát x bármely értéke esetén nullához tart, vagyis a fÜREVÉDYSOT 
bármely x-re konvergens és előállítja az y—sin x függyényt. 


A sin x függvény Macilaurio-sorában x-nek csak páratlan 
hatványai szerepelnek. Tehát a szinusz függvény nem csupán 
maga páratlan függvény, hanem Taylor-sorának minden tagja, 
így bármely részletösszege is páratlan függvény. 

Most meghatározzuk a függvény Taylor-sorát az x—nj6 helyen; mi- 
vel a x/ó radián 307-nak felel meg, ezért ezt helyettesítjük be a derivál- 
takba: 


t 
y(309— sin 307 — FE I 


a. VB 
y (307) — cos 309 si 


2160 


1 
y (309 — —sin 30" — a" 


3 
y(3079— — cos 300 — -8; 


Í 
yx3(30) — sin 307 — 7 stb. 











—— 1x——i 1—tx—— E 4... . 
12 6) azt 5) li 


5. Határozzuk meg a 317-os szög szinuszát logarléc adta pontos- 
sággal! A feladatot úgy oldjuk meg, hogy az vy—sin x függvény xz nő 
radiánhoz tartozó Taylor-sorának első három tagját számítjuk ki íT- 
Mivel csak az elvet akarjuk megadni, ezért logarléccel számolunk : 


T la K3 5) ] F: dik ta 
— -——t—--h1x——1——hx——ni. 
7 2 2 6 4 6 
A zárójeleken belüt szögkülönbségek vannak, és mivel 317"-—307—1", 
czért csak az 1"-t számítjuk át radiánba: "001745 radián. 


o A 9 I,732 i 
TA) zt 001745—— 0017 451 sz 





li 1.732 


z 





-1,745- 102. 17455-107 


I 
T.(319-—41.5I-10-2—0,76-10-4 — 0,5--0,0151— 0,000 076 — 


sz 05151 — 0.000 076 — 0515 024 55 05150, 
A négyjegyű fuggvénytáblázatban található érték: 0.5150. 


I4s 
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6. Határozzuk még a cos ax függvény Maclaurin-sorát, valamint az 
azní3 helyén Taylor sorát! 
A deriváltak meghatározása : 


y 7 —sinx; Y 7—-—cosx, y"zsinx; yWt.-cosx; stb. 
Helyettesítési értékek az x—0 helyen: 
yí0) — c050— 1; pFí0)7-—smü— e; 1" (0——cos0— -- I; 
y"(0)—sin0— 0; pít(üjzcosü—g 1 sib. 
A függvény Maclaurin-sura : 





o 
nt TÉK T art gi 


A sor Lazrange-léle maradéktagja: 


tuk 
R. (0) e xx. ahol 0—-€£ xx 
Ft. 
Mivel ta " 
R.() — ED na, 


ni! 
amely viszont — irunt a 4. példában beláttuk — nullához tart, ha H vég- 
telenhez tart, ezért a felírt sor minden x-re könvergens és előállítja a Cas x 
függvényt. 

Á cos x függvény Maclaurin-sora x-nek csak paros kitevőjű 
hatványait tartalmazza. Tehát nemcsak maga cosx páros 
függvény, hanem Maclaurin-sorának minden tagja és Így mtn- 
den részletösszege 15 az. 


Most felírjuk az y—cos x függvény a— xr/3-hoz tartozó Taylor-sorát. 
Először a függyény és deriváltjainak x—mi3 helyen vett értékét kell meg- 
határozni. 


B] ír f tb) E. 3 V3 
—-] — cos — — —; — ff — sin — — - — ; 
7 7 a 3 2. 


gy IT VET At Hi 
yr1— 4 — —cős— — —--;  yTl—f—sin— zo; 


ZI2 


Csak az első öt tagot írtuk fel: 





8. zi I ( ny 
— 1x——I 4— [x——1 -x.... 
iz a) azt 5) 


1. Az y—cosx függvény a—mn/3 helyhez tartozó Taylor-sora isme- 
retében számítsuk kia cos 65" közelítő értékét, ha a sornak csak hárcin 
tagjával számolunk! Hasonlítsuk összé a kapott értéket a négyjegyű 
fügrvénytáblázatból kapható értékkel! 

A Taylor-sorban az x—xj3 szögkülönbség hatványai szereneinek, 
ezért 5--ot számítunk át radiánba: 


57 — 5-0017 45 — 00537 25; 


1 Va i 
T,(659——— 20087 25 —— 0087 251 — 
1(659— mb a 008725 


1,732-8.725 0, 8/T251-10-s 
2 4 
sz 0,5 —7,55.10-1— 19. 10-4 — 0,5—0,0755 00019 — 
a (5 — 00774 04226. 
A táblázatban található érték szintén 04226. (Megjegyez- 


zük, hogy a táblázatokat ís ilyen sorelőállításból szokás ki- 
számítani.) 


— Ü,5— öss 


B. Írjuk fel az y—]n x függvény Taylor-sorát az a:z1 helyen! 
Először a derrváltakat, azután a helyettesítési értékeket határozzuk 
meg. 
1 2 


1 6 
y5-—z mm —— ; mi fáh ; al . 
x y ae S 4 y pr] b 
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A. helyettesítési értékek: 


1 
yi) elni z0; X0-—EB X(0)--I; 


yei az; yet 








A Taylor-sor tehát 
1 —-]1 2 a —6 (na 
yz04yé-Dtzp e-t e—) Fk FT (x— 1-4... , 
— Í x—1iyY a (x—-1]yF 
nx-6-1 3 ZD th bh... 


Vizsgáljuk meg, hogy ez a sor milyen x értékekre könvereéns : 
a) Legyen xzI. Ekkor a sor váltakozó előjelű. 
Alkalmazzuk a Leéibniz-kritérrurnot : 
x-1]yr . (-W 
im eyes [- lin —— —0, ha 15sxzs2, 
ni 


7—- an H— rna H 


mért akkor (r—1) s 1, tehát a számláló 1-nél kisebb, monoton csök- 
kenő, a nevező pedig s-hez tart monoton növekvően. 

b) Legyen xEl. Ekkor a sor minden tagja negatív, tehát alkalmazható 
a negatív előjel kiemelése után a pozitív tagú sorok könvergenciájára 
vonatkozó DYAlambert-féle hányadasfeltétel: 


egyen 
n-41 - (gy ELST goj s]—xzg; 
ET nai nti 

ETT 


a-z1, ami abból következik, hogy 0—xE1. 
A sor konvergenciatartománya téhát ú-—-x 52. 


g. Táblázatból tudjuk, hogy ln 1,5—0,4055. Számitsuk ki a függvény 
Taylor-sorának első négy tagja ismeretében ini,5 közelítőleg pontos 
értékét, és állapítsuk meg a relativ hibát! 


0.57 úSst 05 


15) -05—— 1——- -— zzz 
T.(1,5) 2 3 4 

a 825 0.125 00625 
zümeeagtea Ta 


sz 0,5—0,125 -- 00447 —0,0156 — 05417 — 0, 1406 — 0,401[. 
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A számított érték tehát tízeézred pontossággal OdÜI1, a táblázatból 
kapott érték 04055, a hiba 0,4055—0 4011 — 00044. 

A hiba százalékban kifejezve, vagyis a relatív hiba: 

00044 044 
- ÜÚ 


—OdOSZ  ggosséK- 








P 


IO. Határozzuk meg az v—e függvény Maclaurin-sorát, valamint 
az a—] helyen Taylor-sorát! 

A függvény akárhányadik deriváltja e, ezért az x—0 helyen mind- 
egyik derivált értéke 1. A Maclauria-sor tehát 


Í I 
szlágetog MELETÉSÉLETTÉSŐ , 
illetve 
x xi 
£ —t 4Hxh—TF—- 4h—-— 
a 8 2 
áz K. EBvÉNYSOT konvergenciáját a Lagrange-félé maradéktagzal ipa- 
zoljuk : 
fra e 
R.(x) EG n esse, 
hn! 
áhol 0— 2 -— x. 


Az első tényező (e?) s-től független állandó, a második tényező pedig 
(rögzített x érték melletty — mint már a 4. példában beláttuk — rr növe- 
lésével nullához tart, vagyis 


-H 


lárri e — ük, 
h-sen 9! 


tehát a függvénysor bármely x-re konvergens. 
Ha a Taylor-sort akarjuk felírni az a— 1 helyen, akkor a deriváltakat 
az xz1 helyen kell kiszámítani. 


Minden egyes derivált e7, és így a helyettesítési érték e-vel egyenlő. 
— er ft, I e e. € 
yze T x — 140 terére. 
Ha a közös £-t kiemeljük, akkor 


v—el1e6- na ree] 
z 6 


! (r—-]Y (r—-IP 
—ejat egg T a . 





— 
fed 





6 


z15 


Azt, hogy a sor bármely x-re konvergens, a EY Alambert-íélé hányados- 
kritériumrnal bizoryitjuk. j ; ; 
A sorozat két — egymás után következő — tagjának hányadosa: 


elme at e(x— 9 el ni —(x— 1). 1 
ELÉ 9 § LEN n! § írt 1!  eíx—ty nil 


A szorzat első ténvezüje — (x-1) — rögzített x értékre állandó, a 
második tényezője pedig r növelésével csökken. Megadható egy olyan 
N szám, amélynél nagyobb n-ekre a tört értéke egynél kisebb, ugyanis 

x-1 
.—- ad, ha x—i-nti, x—2-en 
H-- 

1-nél nagyobb x-ekre az előbbiek miatt, 1-nél kisebb x-ekre pedig a 
vállakozó előjelű sorokra vonatkozó Leibniz-féle konvergenciakritériurm 
rmuatt könvereens a sör. 


LII. Határozzuk meg az y—er függvény Maclaurin-sora ismeretében 
e közelítő értékét! Az 
kj 


e-i4xt——k 42 
5 x a" § 74 441 


kifejezésben x helyébe 1-et helyettesítve (és csak 5 tagot tartva megy: 


Í 1 1 
étss1-11 tEtT ET sa 2,5-t0,1667--D 6416 — 2,7053. 


e ötjegyre kerekített értéke: 2,7183, ezért az előző számításaink során 
elkövetett relatív hiba százalékban: 


— 2.7183—2,7083 ggg a 001100 
KNK EITTT 727183 27183 


12. Írjuk fel az ysshox függvény Maclaurin-sorát, valamint Taylor- 
sorát az a—t helyen. 
A dérrváltak : 


yzcehx; vő-shx; y"—che stb. 
A helyettesítési értékek az x—Ű helyen: yfüj—sh 0—0; y (0—rh ú— 
— [; ví) sh 0—0; y"(-chü—1, Így a Maclaurim-sor 


1 ü  ] 
kin éTÉSÉ TÓ ETI 





X sa (3 FR. 


d a 
etapet-s 
vagyis 

x 
ax e xtggptgpí . 
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Ahhoz, hogy a függvénynek az x—1 helyhez tariozó Tavlor-sorát 
fel tudjuk irni, ismernünk kella shi és chi értékeket, ezeket táblázatból 
vesszük: 


shh bel 1752: ch1- 15431. 
. Amennyiben táblazatunk csak e hatványait tartalmazza (ilyen pi. a 
középiskolában használt Négyjegyű függvénytáblázat), akkor a 


era mt edett 
shxz , all 6 chxW 
z Z 





asszelürgéseket alkalmazzuk. 


nh—rr7A VA e 
PL: shi s me E ESZÉRBB 2.350 





3 7 z kh 175; 
chi — 271840 368 Hl 3.086 1.543 
2 2 té 
Tehát a sh függvény és deriváltjai az xs! helyen: 
y(1)—sh1—I,1752; y(13—ch151,5431 stb, 

A Taylor-sor így 


1,5431 1,1752 
yzz 1ATS24— bt 





£r—Í Pt 


5431 ns Í, 1752 
ar ezt 
W 13. Határozzuk meg sh ÍZ közelítő értékét és a relatív hibát, ha ismer- 
jük it sh x függvény az] helyhez tartozó Taylor-sorát! Számításainkban 
csupán három tagot vegyünk figyelembe. 


11752 








"tt (x— 11... . 





pí(i,2) — I,17523-1,5431-0,2-k 0.04 — 


zz I,1752-40,308$ 62-00 023 504 as 15073. 


Összehasonlításul megemlítjük , hogy a táblázatban található érték 
sh 1,2—1,5095. 


Határozzuk meg a százalékos hibát! 
15095 — 15073 1004 Ü G02Z2. 10905 022 
ps —— z —— —  — —-— Wa 1465. 
15095 15095 Í5093 


14. Írjuk fel az y—echx függvény Maclaurin-sorát, valarnint az a—1 


helyén Taylor-sorát! 


vy—chx deriváltja: 


yzshx; Y-chx; x7—shox; stb. 
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Ezek helyettesítési értéke: 
y(0j—chú— I; y(h-sh0—0; y (4-chúÜ—l stb, 
Így a Maclaurin-sor 


I Ü l a. 0 ..!. 
Hl teti ttar "ar F.a 


xx at 
ch x- 14—-—-— tt 
zt 4! 
AZ 
yiyschI- 15431; y(1)sh1— 11752 
értékeket felhasználva, kapjuk az y—ch.x Taylor-sorát az a— 1 helyen: 


1.1752 15431 he 11752 
(—44—p—T íx— Ét ET 








pp: 1,5431- (x—]R 4... 


1! 


15. Határozzuk meg chl.i értékét és a relatív hibát, ha ismerjük a 
függvény az1 helyhez tartozó Taylor-sorát! Csak az éiső három tagot 
vegyük figyelembe. 








e 1.5431 
chi 1.1 sz T9(1,1)— 154314 L1752-014—— 001 — 

-— 15431 -HO,I17 52--0007 715 as 16683. 
ch 1.1 táblázatban található értéke: 1,6685. 
A viszonylagos hiba százalékban: 

1.6685 — 1,6683 0.0002 0.02 
a DET 008 — . JO0X —-—— X a 00127. 
16685 5 6685 6685 


4. Egyenletek közelítő megoldása Newton-módszerrel 


Tegyük fel, hogy az A(x)—4 egyenletről már tudjuk, hogy 
egyetlen gyöke van az (a, b) intervallumban. Legyen az y— f(x) 
függvény az (a,b) intervallumban differenciálható, és dif- 
ferenciálhányadosa zérustól különböző. Írjuk fei a függ- 
vénygörbe x—a abszcisszájú pontjához tartozó érintő egyen- 
letét! 


y—f(a) s fra x— a). 
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Ez az érintő az X-tengelyt abban az x, abszcisszáiú 
i isszájú 
metszi, amelynek ordinátája nulla, AZAZ: 1 Ponthan 
—fta) — xf(a—af (a); 
és ebből 
a. af(2d—-fm 7 fa) 
1 SG za ———, 
fa) f (a) 
A kijelölt osztás elvégezhető, mert felt sű i 
fiz ételezésünk szerint 
Az x, abszcisszájú pont a keresett gyö 
oxi A ; győökhelyhez az ,a" 
abszcisszájú pontnál közelebb van, ha: ij. Az (a) z0 és a 


görbe konvex, vagyis f"(ay:-0 (78. ábra). 2. A 
a görbe konkáv, vagyis /"(a)-6 (79. ábra) z fra z0 és 





43. ábra 
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Kiszámítjuk f(xij-et. Ha fox) nem azonosan zérus, ili. Az előző számításhoz hasonlóan 


nem közelíti meg a kívánt pontossággal a zérus értéket, akkor fix) 
a módszert ismételten alkalmazzuk, azaz ezután az xi absz- Xs z XI — Fe 
cisszájú pontban határozzuk meg az érintő egyenletét, majd 
az újabb érintő és az X-tengely x,-vel jelölt metszéspontját. Ezt az eljárást folytatva: 
ms e TD, fr) 








An 7 Xg új : 
JT f(x) 
Az előző feltételek mellett az XI, Xg, ..., x, számok (ha 


f" végig nem vált előjelety növekedő sorozatot alkotnak, és 
be lehet látni, hogy ezen sorozat határértéke a keresett gyök. 


80. ábra 8l. ábra 





220 221 


Ha f(a):-0 és a görbe konkáv, vagyis f"(ap--0, de f(h)-c0, 
és F "(54-80 (80. ábra), vagy ha f(a)—0 és a görbe konyex, 
vagyis f"(a)z-0, de A(bh—0 és F(b):0 CI. ábra), akkor a 
b abszcisszájú pontból indulva, a módszert ugyanúgy alkal- 
mazzuk, mint előbb, csak most (ha ff" nem vált előjeleti a 
metszéspontok sorozata monoton csökkenő lesz. 

A fenti szabályokat úgy jegyezhetjük meg a legkönnyebben, 
hogy az (a, b) intervallumnak abból a pontjából kelf elindulnunk, 
amelyben a függvényérték és második derivált előjele meg- 
egyezik. Az eljárást addig folytatjuk, amig a kívánt pontosságot 
el nem érjük. A következő számításaink során logarlécet, 
és négyjegyű logaritmustáblázatot használunk, ennek meg- 
felelően a kapott eredmények is hárorn, ul. négy jegy pontos- 
ságúak lesznek. A számítás módját minden feiadat elején 
megadjuk. 


Gyakortó feladatok 

1. Öldjuk meg a 2x-4ez — 0 egyenktet század pontossággal. 

Egy első — kiinduló — durva közelítő intervallumot a legcélszerűbben 
erafikas úton kaphatunk, oly módon, hogy az egyenlőségjel egyik oldalán 
hagyjuk pl. e7-et, és a másik oldalra átvisszuk Z2x-et: 

e ——2x; 
mindkét oldal x függvénye, ezeket ábrázolva (82. ábra), a két görbe met- 
széspontiának abszcisszája az egyenlet megoldása. Az ábrából látható, 
hogy egy gyök van, és az —] és Ü közé csik, vagyis a ——1 és 55-Ü al- 
kalrmas végpontok 


SZ. ábra 





A Newton-módszer első lépése az, hogy meghatározzuk az 
, 9 k Li —I 
Hess pontokban az vy — 3x-4er fúpgvény, ül. második deriváltja elő- 
jelét, 
FF 2x-te; y 7: 23e; yYyz-ezü 
runden x-re. 


l 
y(-1-—24——0, 9(0)-6-150, 


( [4 ] jő 


nb 20 cg! A 033 
: y (b) 246A gt 
Az első közelítő gyök tehát —0,33; y—2x4-er sv(-3) ha, 
a 3 3 
FE T sz —0,67-4-0,T2 — 005. 


Mivel nem pontos nullahelyet találtunk, az eljárást tovább folytatjuk. 
A gyökhelyhez tartozó sorozat második tagja: 


! 
3) 
LEGI 93 3 


y (xx i ( 1. 
PF 6] 


I 
Meghatározzuk y (-3] értékét: 





Xz 7 Fi 





Ld í -i 
gy (1-2 ! a 240 72—2 72. 


Ezeket behelyettesítve: 


0.05 


gy — —(h33 — 1 
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az osztást logarlécceil elvégezve: 


Xs ss —0,33—0 0184 sz —033—0 02 — 035. 
Határozzuk meg a függvényértéket a —835 helyen! 


Yz — y(—0,35) — —074-e7585 z —0773-0,7047 — 00047, 
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A függvényérték már csak 5 ezrednél kiscbb hibával tér el nullától, 
iry a feladat megoldásaként század pontossággal valószínűleg elfogadható 
—0,35. Erről úgy bizonyosodunk meg, hogy kiszámítjuk a függvény- 
értéket a —0.36 helyen 13: 


y(— 036) — 2(—0,36)--e et — —0 724 0,6977 — —0 0223. 


Mivel itt rmiár negatív a függvényérték és a függvény folytonos, tehát 
—Ü,35 és —ú36 között kell lennit a gyökhelynek. A függvényérték 
abszolút értéke —0,35 behelyettesítésekor kisebb, ezért a feladat mególdá- 
saként —0,35 elfogadható. 


2. Üldjuk meg az x-t23lhn x — 0 egyenletet három tizedesjegy pon- 
tosságyga[y! 

Az első durva közelítő intervallum meghatározása: 

Most az y — xtH2ilnx függvény és az X-tengely metszéspontját kell 
közelítüleg meghatároznunk. Vigyük át az egyenlet egyik oldalára az 
x-et, a másikra pedig a 21]n x-et: 


2Zlinx— 7 —x, 
tekintsük mindkét oldalt x függvényének és ábrázoljuk a két függvényt. 


A két grafikon metszéspontjának x koordinátája a keresett gyök (833. 
ábraj. 


83. ábra 





Az egyetlen metszéspont abszcisszája láthatóan 0 és 1 közé csik, A Ü 
pont azonban nem felel meg az intervailum bal végpontjának, mivel ebben 
a függvény nincs értelmezve. Ezért az intervallumot ehelyett szűkebbre 


224 


választjuk, Az ábrából durva leolvasással is úgy látjuk, hogy pl. (0,5; 1 
megfekl kiinduló intervalhumnak. pl. €0 ) 


y(0,5) — 05-42 Ín 05 — 0,54-In 025 — 0.5—1,3863 -- —0 8863: 
y(1)— 134-21n1— I; 


az értelmezési tartomány minden pontjában. 

A függvényérték és a második derivált előjele a 0.5 pontban egyezik 
meg. künduló értékünk tehát xs—a— 8 5; y(0.5) értékét már kiszámítot- 
tuk: 

; 2 
y (054—1- 


ú,5 
tehát 





—űüg8 
ya) ús 08863 
y ta) 5 
A második közelítő gyök tehát 06773. 
y. — pill, 6773) — 067732 ln 06773 a: D,6773-H2(—0, 3896) — 
— 0 6773—-0, 7792 — —ú 1019. 
A harmadik közeiltő gyök: 
d Ü.6773 
yen — 06773 — ye b : 
Y (xi) y (0,6773) 


sz 0,5-40,1773 — 06773. 


Ag - Ka 


y (66773) z 1-4 





1--2,952 5 . 
06773 sa 13-29 a, a5z 


Behelyettesítünk ax, képletébe: 


— 01019 01019 
x,z 86773 —- sz 06773-4H—— 
4 3.952 6773-K 3953 7 





sz b6773- 00258 sz 07031 ss 0703. 
Helyettesítsük be a gyök közelítő értékét az eredeti függvénybe! 
x (0703) — 0,703-- 2 In 0703 — 0,703--2(—0,3524) sz: 
as 0,703—0,705 — -0 002. 


15 BDúflerenciálszármitás 
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A negyedik közelítő gyök: 
pír 


XX s Xa— 3 
vo yt 
Azt nézzük meg, hogy az víxuy Ca) tört miyen mértékben befolyá- 
solm a gyököt. 








Z 
ji — y (07034) — 1-t h-H3 — 4, 
Y ú4—y( ) TETTÉL 
vagyis 
x — 0 002 
ye ———— — zzz — 0405. 
y (a) 4 


Mivel a következő, vagyis negyedik közelítés a gyöknek csak a tiz- 
ezredeit befolyásolja, ezért a feladat megoldásaként három tizédesiégy 
pontossággal x—Ú,703 valószínűleg elfogadható. Gyözödjünk meg erről 
oly mödon, hogy kiszámítjuk yí0 704) értékét; 


y(0,704) — 0,704--2 Ín 0,704 sz 0,704--2(—0,3510) — 
zz 0,704—0,702 — 0002, 


A függvény folytonos és 0703 és 0704 között előjelet vált, tehát való- 
ban ebben az. intervallumban van a gyöke. A függvényérték abszolút 
értéke a két végpontban egyenlő, tehát bármelyiket elfogadhatjuk gyök- 
ként. 


3. Öldiuk még közelítő eljárássai, logarléccel a sm x—Ú 5x egyen- 
letet! 

Ha az egyenlet mindkét oldalát x függvényeként tekintjük, akkor a 
feladat grafikus megoldásai az y—sin x és az py—ü 5x függvények met- 
széspontjainak abszcisszái (834. ábra). Mivel mindkét függvény páratlan, 





B4. ábra 


ezért a metszéspontok az origóra szimmetrikusan helyezkednek el. Az 
egyenlet egyik gyöke x— 0. Mi most azt a gyököt keressük, amit az ábrán 
c-vel jelöltünk. A függvény, amelynek zérusheélyét kercssük. 
y — sm x—ü,5x. 
A gyökhely, amint az ábrából látjuk és bebhelyettesítéssel ellenőriz- 
hetjük, a hi és a 2 radián közé esik. 


[1 in — 05 as 1—0,785 — 0215 5-0 
—f — sin ——0,5 — a: 1—0,785 — s 0. 
Mia] "2 2 


FŰ) — sin 2—0,5-2 (1 radián 5-57,3" értéket használjuk). 
y(2) — sin 114.67—1 — sin 6547"—1 — 09092—1 — -G 0908 zz 
sz —Ü 091] — ű. 


fost a második deriváltat, valamint előjelét batározzuk meg a hatá- 
rokon: 


y -€05x—Ű ő, y——sinx-0 


az egész Éé 2.1 miervallumban. 


A függvényérték és a második derivált előjele az x.—2 végpontban 
egyezik meg, tehát ezt kell választanunk kiindulási pontul. 


Yixd yí2) 
X1- Xa-—— e 21——— , 
Y (x.) y (2) 


y €) — cos 2—0,5 — cos 114,6"—0,5 — — cos 6547"— 05 — 
et —Ú 4163 —-0 5 ezi —0,9163. 


2 ZD0908 040908 
10963 "09163 


A függvényérték az .x,—1,9 helyen: 
xs yül9) — sin 19—0,5-1,9 Aa sin 109"7—0,95 — sin 717" —- 095 — 
We 0,9455—0,95 — (0045. 


ra 2-0 — 1,9. 
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Amennyiben az újabb közelítő gyök az eddig kapott gyök első három 
jegyét nem befolyásolná, akkor ezt közelítő gyöknek valószínűleg elfo- 
sadhatjuk : 


X- ae a E — 19 — yi1.9) ; 

y (xb y (1.9) 

y(i.9) 

y (3) 

y (1.9) — cos 1,9—0,5 sz cos 1097—0,5 — —c0s 717"—ü 5 — 
— —0,3256—0,5 ——Ú, 8256 ss —0,83. 

yil.-h —0.0045 

YCIL9 083 


negyedik jegyét beiolyásolja, tehát x—1,9, söt x— 198 közelítő gyök 
valószínűleg elfogadkató. Erről úgy gyözödünk meg, hogy kiszárnitjuk 
a helyettesítési ériéket az x—1,83 helyen: 





számítjuk ki: 





a körrekciós tagot ] 


Mivel 





ss —00055, ez pedig a gyöknek legfeljebb 


yí1, 389) — sin 1.89—0 5-1,89 sz sam 108370 945 5 
z sin 81,77—0 945 — 09895—0 945 — 00445. 


A függvényérték előjele itt pozitív, tehát (folytonos füegvényről lévén 
szót a gyökhely valóban I90 és 1,89 közé esik. Az egyenlet megoldásának 
1.90 fogadható el, mivel y abszolút értéke itt a kisebb. A d-vel jelölt rná- 
sik gyük —1,5. 

Az egyenletnek gyökei tehát: —1,9; 0; 1,9. 


9.  Üüldjuk meg a ch x — 31-x egyenletet három értékes jegyre! 
A bal és jobb oldalt — mint x függvényét -— ábrázoljuk a koördináta- 
rendszerben (85. ábra). Mint látható, a 24x égyenes a chx görbét két 





85. ábra 
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pontban metszi, tehát az egyenletnek két megoldása van. Először az 
origótól balra cső gyököt számítjuk ki. Az egyenletet nullára redukáljuk : 


chx—2—x — ú. 


Keressük az py — chx—2—x függvény zéruüshelyeit. 
Az ábrából léeőiívassuk, hogy a függvénynek a (—1 0) szakaszon egy 
gyöke van; mépgnedir 


rí0) — ch0—2— 1—25——1 -— 0; 
y(—1 — chf—1)—2-4-1 — 1,5431—1 — 05431 — 0. 


A (—105 intervallum bal oldali végpontjában a helyettesítési érték 
pozitív, a jobb oldali végpontban pedig negativ, tehát közben egy zérus- 
helynek kel lennie. 

A második derivált előjele dönti él, hogy az intervallum melyik vépg- 
pontjából közeledünk a c-vel jelölt gyökhely felé. Az első és imásodik 
derivált: 

y  shx—1], yF"-chx:Űü az egész számegyenesen, y helyettesítési 
értéke az x ——1I helyen; 


y4—-1 — ch(—1)— chi — I 55431 — 0. 
Az y(—1) helyettesítési érték előjele megégyezik a második derivált 


előjelével, mert mindkettő pozítív a --1 helyen. Az x—a— —1 pontból 
indulunk tehát el. 


y(—1) — 05431; y(— 1) sz 5h(—1j—1 ——sh1—iI — 
— —1,4752-1——32,1752. 
pr, ZAZD ,. 05481 








XvL- Xg— — - ] ——- —— — -1 ————— sz 
y [xi y(—l1) — 2, 1752 
05431 
sz — a 175 ss —1-- 092497 — —0,7503. 


y.— yt) —y(—0, 503) — ch (—0,75034—2—(—0,7503]) — 
s ch 07503 —2-4-0,7503 az 12943 — 12497 — 00457. 
A második közelítés: 


y(x 


Xg, — X1———  , 
y (xi 
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Először y (x.) értékét, azután x, értékét határozzuk meg. 
y Cr) —y (—0.7503) — sh (—0,7503)— 1 — —sh 0,7503— 1 s 
ss —0,8227—1—— I 221; 


sz —0,7503 0,0248 — 


y: — p(— 0726) — ch (-—-0,726) —2-4-0,726 — 1,2753 — 12740 








z 0 0013; 
KS A S 
. i Y (xi 
y (—0,726) — sh (—0,726)— 1 — —sh 0.726— 1 ss —0,7915—-1 — 
00013 
xs: s —0.726€4 as —0.726-H0,0007. 


1,7915 


Látjuk, hogy a korrekció már csak az ezredet befolyásolhatja. Ezért 
kiszámítjuk a függvényértéket az x ——ÜL7T25 helyen: 


y(- 0725) — ch (—0,7254—2--0,725 — ch 0,725—1,275 sz 
sz 1,2746—1,275 — —0,0004. 


A függvény a —0 726 és —Ü 725 helyek között előjeket vált, tehát ebben 
az intervallumban van a keresett gyök. Mivel a helyettesítési érték abszo- 
lút értéke a —0,725 helyen a kisebb, ezt fogadjuk el a gyök értékeként. 
Most a másik gyököt határozzuk meg három értékes jegy pontosságyal. 
A gyököt tartalmazó mtiervallum (az ábrából leolvasható) legyen pl.: 
íz; 2.2); ut. egyrészt 


ví2) —ch2—2—2-ch2—4, 


ahol 
€5-He: 3.38941--0, 4353 7,5244 
ch 2 5—— s e — Je — 37622, 
2 2 2 
És Így 
v(2y— 3,7622—4 — —ü 2378 —0, 
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Másrészt 
píl 2) — eh 212—2—2.2 — ch 22 --4,2, 
ahol ett ur 
ázés al öli 9. 0250 --0, 1108 91358 
eh 2,2 — ——— ss — —— — — z 4 5679, 
2 2 2 
Es Így 


y (2.2) — 4,5679—4,2 — 03679 — 0. 


Az intervallum két végén a helyettesítési érték ellentétes előjelű -— 
a függvény folytonos —, tehát közben van égy gyökhely, 

A második derivált előjele mindenütt pozitív, az xs—2.2 pontban a 
függvényérték és a második derivált helyettesítési értékének előjele meg- 
egycnk, és így a gyökhöz tartó sorozat első tagja x97— 2.2. A második 
tag 

MENNE 4 67-i ERR yi 2) 
1 — 4 — EKET 
y CG) y (2.2) 
Meghatározzuk y(2,2) értékét, majd xf-ot. 


y (2.2) — sh2.2—1, 








ete — OOZ250—ŰIOR B.90/42 
sh 22 — ——C6CaöÖo— 7 Ez 2.0250—0, ETŐ sz d 457], 
2 2 2 
És Így 
y (22) — 44521—1 — 34571. 
A kapott értéket x? képletébe helyettesítve: 
1 522 93695 22—0,107 — 2.093 s 2.1: 
e lg TT — ree Ag se 
" 3.457i 
y(xi1—gyí21)-ch24—2—21—ch21—4], 
ahol ea a 
He 8.1662--OLIZ2S5 82887 
ch 21 — ELTE EeNSSZ er 0.I22S 2 SZB87 1443, 
2 2 2 
és ezért 


yixi) ss 4,1443—4, 1 — 00443. 
A megoldást az xf közelítő gyökket folytatjuk. 


kt ex yi) 
"yen 
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Meghatározzuk y (xi) értékét, maki x; értékét. 


y(x)—y(211—sh21—1i, 








ahol eat sa 
1 mát R 16602—Ű, 1225 .. 8.0437 
sh 2 E — es TEN cz 4 ÜZIB, 
2 2 
és Így 
(2.1) a 40218—1 — 30218, 
A kapott értéket x; képtetéte helyettesítve: 
00443 
x: —21-———— sz 2.1—GO 011 — 2,089 sz 2.09. 
40218 
A függvényérték az x—2 69 helyen: 
y (2.09) — ch 2.09 — 2 —2 09 — ch 200 —4,09, 
ahol $.0b zZz.Ü3 
mak eTő 3.0549 4-G, 1237 
ch 209 a E 2 E AT re 4,1043, 
z. 2 
ezert 


Y(C2.09) — 4,1043—4,09 — 00143. 


A függvényérték pozitív. Határozzuk most meg az x— 2 08-hoz tar- 
tozó helyettesítési értéket! 


píz. 08) — ch 208—2— 208 — ch 208 — 4.08, 


ahol 


elő peta — RO04S-OLIZ4AD  B,1294 
ch208——— —,—5—— err AD687; 


ví2 08) sz 4.0647— 403 — — 00153. 


A függvény folytonos és a (208; 209) szakaszon előjelet vált, ezért 
Hi gyöke van. Á gyök két tizedesiegyre pontos értékének a Z09-et Fogad- 
juk el, 


5.  üldjuk meg az x" — x-4-2 égyenletet század pontossággal! 

Mindkét oldalt x függvényének tekintve, és ezek grafkonját mceg- 
rajzolva (86. ábra) látjuk, hogey az egyenletnek egy valós gyöke van. A gyök 
1 és 2 közé esik. 
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Az ys x7—x—2 függvény helyettesítési értékei az I és 2 helyen: 
yi) —- 1—1—2 —-—2- 0. 
ví2) — 32—2—2— 3938: 0 





36. ábra 


Meghatározzuk a függvény második deriváitját, mert segitségével 
tudjuk eldönteni, hogy az intervallun melyik határát válasszuk xo-nak. 


y -$xt—1, y — 2027--0 minden pozitív x-re. 


Az x,—2 helyen a függvényértéknek és a második derivált helyettesi- 
tési értékének előjele megegyezik, ezért éz lesz a gyökhöz tartó sorozat 


első tagja. 

yi  , I, 
y (xv) ye 
Y(2)— 28, Y(29—5-B—17— 739; 





XI — 44— 


28 
Xi — 2—97 Fa 2—0,35 te 1,65. 
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Az x-hez tartozó függvényértéket meghatározzuk: 
y(x — yít.65) — 1,657—1.65—2 — 1.657 3,65 az 
sz 12,253—3,65 —— 858. 
áz 1,65 közelítő gyökkel számolunk tovább. 
(Il 6 
ye -a 4.65 — y( 3) i 
y y (1.65) 
Meghatározzuk y értékét, majd Xxs-t. 





Xa — Xi 


y (1,65) — 5-1,.651t—1 Az 5-7413—1 — 37065—1 sz 3607. 


1,65 538 1,65—0,24— 14 
Xs. —-— 1, 3607 , z lari. 


Meéghatározzuk az yíxu értéket: 

y(a gy 49—1,417—1,41—2—1,415—341 re 

zs 5,572—3 41 — 2.162. 
Az 14l értékkel számolunk tovább: 
LYA 4 r(ii4D 
Yi)  yŰIA4D 

Meghatározzuk v(i 41) értékét, maxi xs-at. 

y (141) s 5-1,4411—1 sz 5-3.952—1 — 19.76—1 — 18,76. 


2.162 
1876" 





Xa—-— Xs 


x5141- 


a tört értékét logarlécoei számolva: 


xars1,§1—0,115 ra 141—0,12 — 1,29. 
A függvényértéket meghatározzuk az 1,29 helyen: 


y(i1,29) — 1,295—1,29—2 — 1,29— 3.29 ma 3.572— 3.29 — 0.282. 


A számítást az 1,29 közetítő gyökkel folytatjuk tovább. 
y(x) (29) 


hin rrurmü 


y (x y (29) 
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Meghatározzuk p(1,29) értékét, 
vy (1.29) —5-129— 1 sz 5-277—1 — 13,85—1 — 1285: 


0282 
xi 129— ag mr 1,29— 0022 — 1268 az EZT; 


y(1,27) — 1.27 —1,27—2 — 125— 3.27 az 3.304— 3.27 — 0034. 


Mivel a függvény görbéje meredek, a feladat megoldásának az 1,27 
értéket valószínűleg elfogadhatjuk; ellenőrzésül kiszámítjuk az 1,26-hoz 
tartozó helyettesítési értéket: 


y (1.26) — 1,26"-—1,26—2 — 1265 — 3.26 az 3.177 —3,26 — — 0083. 


Az előjelváltás bekövetkezett; tehát a gyök három jegyre, 111. két tize- 
desjegyre pontos értéke: 1,27 (a függvényérték abszolút értéke itt kisebb). 


5. Függvényvizspálat 


Ha ismert egy függvénykapcsolat és arra vagyunk kíváncsiak, 
hogy milyen a függvénygörbe alakja és elhelyezkedése a koor- 
dinátarendszerben, akkor az egyes abszcisszaértékekhez tar- 
tozó ordinátaértékek kiszámítása általában fáradságos és nem 
mindig megbizható eljárás, hiszen ily módon véletlenül át- 
ugorhatjuk a görbe egyes , kényes" részeit (pontjait, rövidebb 
szakaszait). A 87. ábrán aillusztráljuk, mennyire félrevezető 
lehet az ily módon pontokból megrajzolt , közelítő" görbe. 

Ezért célszertibb — gyorsabb és megbízhatóbb — eljárás, ha 
először általánosabb módszerekkel, mint pi. nagyságrendi merg- 







úg KZOTT 
y ——— közelítő 





87. ábra 
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gondolások, határérték-meghatározások, differenciálszámítási 
segédeszközök, megállapítjuk a görbe bizonyos jellegzetes pont- 


jait, 


szakaszait: az így kapott felvilágosítások alapján meg- 


ismerjük a görbe hozzávetőleges menetét; majd ezután szük- 
ség esetén — pontosabb ábrázolás céljából — kiszámítunk 
egves helyettesítési értékeket. 

Adott esetben ehhez természetesen szükségés, hogy pl. a 
görbe megfelelő szakasza differenciálható legyen.) 

Az ilyen függvényvizsgálat általában a következőkre terjed 
ki (adott esetben ezek egyike vagy másika elmaradhat): 


1. 
2. 


3. 


u.n 


mm en ún 
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A függvény értelmezési tartománya; 

A tengelymetszetek, vagyis azok a pontok, ahol a görbe 
az X-tengelyt, ili. az Y-tengelyt metszi; 

A függvény folytonossága, korlátossága, il. szakadási 
helyei (pólusai), és a görbe viselkedése ezek mindkét 
oldali környezetében, valamint a -t s-ben és — esben, 
ill. az értelmezési tartomány szélem; 


. A lokális szélsőértékek (maximurmok és minimumok); 
. Az inflexiós pontok (konvex és konkáv szakaszok elva- 


lasztó pontjat); 


. Az eddig meghatározott jellegzetes pontok alapján a 


függvénygörbe hozzávetőleges menetének megrajzolása; 


. Értékkészletének meghatározása; 
. Szükség szerinti további pontok kiszámítása. 


függvény fenti tulajdonságait a következő módon hatá- 
rozzuk meg: 


. Értelmezési tartomány: Vizsgáljuk meg, milyen x értékek 


esetén vesz fel y valós száimértéket. Sokszor úgy tesszük 
fel a kérdést: van-e olyan valós x érték, amelyre y nem 
ad valós értéket. 


. Tengelymetszetek: A görbe ott metszi (esetleg érintíj az 


X-tengelyt, ahol vy—l; ott metszi az F-tengelyt, ahol 
x 0. Pl. racionális törtfüggvény esetén y ott nulla, ahol 
a függvény számlálója nulla, de nevezője nem nulla. 
Szükség esetén a tengelymetszeteket közelítő módszerrel 
oldhatjuk meg. 


. Folytonosság, szakadás: A racionális egész függvény az 


egész számegyenesen folytonos; a racionális törtfügg- 


vénynek ott van szakadási belye, ahol a nevező zérus 
(ha a nevező gyökhelye egyúttal a számlálónak is gyök- 
helye, akkor ez megszüntethető szakadás lehet; ha a 
számlálónak nem gyökhelye, akkor ún. pólus, vagyis a 
fűggvényérték 4- vagy — végtelenné válik). 

A görbe viselkedése a tesben és —cc-ben, ill. az 
értelmezési tartomány szélein: Tudjuk pi., hogy egy ra- 
cionális egész függvény viselkedését nagy abszolút értékű 
x esetén a legmagasabb kitevőjű tag viselkedése szabja 
meg; ennek alapján megállapítható sok egyéb, bonyo- 
iultabb függvény viselkedése is a tf -s-bén sorfejtésükből. 


- szélsőérték: Ennek feltételeit már a 1. pontban össze- 


foglaltuk. 


. Inflexiós pont: Az inflexiós pont létezésének szükséges 


feltétele: y7—0. Ha ezen a belyen y" 0 (vagy — ami 
ezzel egyenértékű — yp" előjelet vált], akkor a függvény- 
nek iműextős pontja van, vagyis vy"50 már elégséges 
feltétel, 

Megjegyzés: Ha az x, helyen wíxj—y (xx) —.. 
-p9(x)—0, de pétb(x) 0, akkor x,-ban páratlan n 
esetén szélsőérték van, páros n esetén pedig inflexiós pont. 


. Az eddigi vizsgálatok alapján lényegében felvázolhatjuk 


a függvény menetét, a jellegzetes pontok közötti szaka- 
szok tulajdonsága figyelembevételével: Ha folytonos függ- 
vény minden metszéspontját az X-tengellyel meg tudtuk 
határozni, akkor két szomszédos metszéspont közötti 
szakasz előjelét meghatározza bármely belső pontjához 
tartozó függvényérték előjele. Ha valamely szakaszról 
tudjuk, hogy ott f"(xysz0, akkor e szakaszon a görbe 
monoton nő, ha ? (xysü, akkor a monoton fogy; ha 
ennél valamivel többet is tudunk, ti. hogy f(x) 5-0, ill. 
ff (xpzŰ, akkor a görbe szigorúan monoton nő, ill. Cogy. 

Általában, ha egy görbe két szomszédos szélsőérték- 
helye között folytonos, akkor minimumtól maximumig 
terjedő szakasz esetén monoton nő, maximumtól mini- 
mumig terjedő szakaszon monoton fogy. 

Ha valamely szakaszról tudjuk, hogy f"(x)YE0, akkor 
ott a görbe konvex (domború), míg ha valamely szaka- 
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szon "(G() EÜ, akkor ott a görbe konkáv (homorú). 
Koönvexznek nevezünk egy görbét (görbeszakaszt) ba 
bárhogyan választva az intervallum két belső xy és xx; 
pontját (ahol xz--x2), minden olyan xg pontra, melyre 
xp2Xg Xs Fa az fix) és Ms ordinátájú pontokat 
összekötő húr alatt van (88. ábra). Valamely görbe 
(görbeszakasz) akkor konkáv, ha bárhogyan választva az 
intervallum két belső x, és x, pontját (ahol xp—x2) 
minden olyan xa pontra, melyre xy—xgsx2, fixa) az 
f(x) és A(x.) ordinátájú pontokat összekötő húr felett 
van (89. ábra). 


, A függvénygörbe alapján megállapítjuk a függvény érték- 


készletét. 


y y"efixi 





Gyakorló feladatok 
1. Vizsgáljuk meg az y — xt3-x—6 függvényt: 
TIT. A függvény racionális egész függvény, ezért mindenütt értelmezett. 


Ét: — en sz X sz -b ea, 


2. A függvény ott metszi (érinti) az X-tengelyi, ahol yzŰ, azaz 
-3t4tx—-67-0. 
Az egyenletet megoldjuk: 


-I:VI4A — —1£5 


d a" 


Xi az — 


ms 2 Ha — 3. 


A metszéspontok abszcisszája tehát 2 és —3 
A függvény ott metszi az F-tengelyt, ahol x—0, tehát 


y5-6, 


vagyis a függvény görbéje az F-tengelyi a —6 ordínátájú pontban metszi. 
3. Mivel racionális egész függvény, tehát mindenütt folytonos (sza- 
vadása nincs), ezért csak a végtelenben kell határértéket kiszámitanunk, 


hm €8-tx—űj—- dem, 


XA — ma 


és 
líra (684 x—őjz ten, 


3—r -- on 


Ha x— tc, akkor a függvény x7-es tagja lesz domináló, 
4. A szélsőértéket az első derivált segítségével határozzuk meg. Az 
ciső derivált: 


y — 2x.41. 


A függvénynek csak ott lehet szélsőértéke, ahol y — 2x13-1 — 
vagyis az x, — —1/2 helyen. 

Mivel 7 2--0 mindenütt, tehát az x — —1/Z helyen is, ezért itt € függ- 
vénynék Mműnirnuma van, 

A minimum értéke; 


[ l l ) í 6— 6 [: 
taj dt a] aa 
5. A függvény görbületi viszonyaira a második derivált előjeléből kö- 


vetkeztetünk. A második derivált: y—2. Mivel ez x-től függetlenül 
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pozitív, ezért inflexiós pont nincs, a függvény görbéje a teljes értelmezési 
tartományban könvez. 

ő. A függvény grafikonja az eddig számított eredmények alapján fel- 
vázolható (90. ábraj. 





MW. ábra 


1 
7, A függvény értékkészletz a -6- és tsa közé eső szárnok halmaza. 
1 
Ék.: Tépgyzdtm 


A — 6 értéket egyszer, a többi függvényértéket pedig kétszer veszi fel 


a függvény. 


2. Vizsgáljuk meg az y — 3$—3x—4 függvényt! 
1. A függvény racionális egész függvény, ezért mindenütt értelmezett: 


Ét: — em sz gen, 
2. A függvény ott metszi (érintit az X-tengelyt, ahol y— 0, azaz 
24—3x—4—0. 


240 


Az egyenletet megoldjuk : 
31F9-432 3ÍFV4I  3-46403 
Am r— ——— Éz hJj 





Xi —— 
1 4 4 4 ?" 
G. 403 —3403 
XL sz az 235; maz 55 —0,85I. 
A függvény az F-tengelyt ott metszi, ahol x—0, tehát 
y — —4, 


vagyis a függvény az Fiiengelyt a —4 pontban metszi. 
3. A függvénynek szakadása nincs, hiszen racionális egész függvény, 
tehát folytonas, ezért csak a végtélenbeli viselkedését kell megállapítanunk : 


him o (2xt—3xr—4dj u-t es, 
X— — an 


és 
líra (2€—3x—4)— ten, 


E-t Far 


iH, nagy x értékekre a függvény 2" tarja a domináló. 
4. A szélsőértékekre a Muggvény első deriváltja jellemzö: 





y  4x—3. 
szélsőérték csak ott lehet, ahol y—0, vagyis 4x—3 — 0: ebből 
3 
Maje 
y —4, tehát minimura van. 

3 a 3 § 18 3 41 i 

(2-2 2-2 2 22 51. 
4 16 4 8 8 8 8 B 


3. A görbületi viszonyokra a második derivált előjeléből következ- 
tetünk: 


$Yzs4. 
Mivel ez minden x-re pozitív, ezért nincs inflexiós pont, és a függvény 
konvex a teljés értelmezési tartornányban. 
6. A függvény grafikonja a §1. ábrán látható. 
41 ál 
7. A függvény értékkészkte -g tól 4 ig terjed, és minden —g s 
nagyobb függvényértéket kétszer vesz fel: 


At 
Ék. : -g spy z 14 es, 


16 Differenciálszámiítás 





7x" 3x-á 


-6 91. ábra 
3. Vizsgáljuk meg az y — —3xt42x—6 függvényt! 
I. A függvény racionális egész függvény, ezért mindenütt értelmezett: 
Ét; — éa sz X sz-ban, 


2. A függvény ott metszi az X-tengelyt, ahol y—Ú, vagyis 


—3xt-4H2x—6— 0; 
—2-4F4—12-6 24y—68 
EL E TT TT TT. 
F —-—6 —. 


Mivel a diszkrimináns negatív, a másodiokú egyénktnéek nincs valós 
gyöke, így a függvény nem metszi, sem érinti az X-tengelyt. 

A függvény az Y-tengelyt ott metsa, ahol x—Ű, vagyis az y——ú 
pontban. 

3. A függvény folytonos, nincs szakadása. Viselkedése a végtelenben: 


im (—3x142x—6) ze — ss, 


2 —t — Ca 


lun 4—34612x—űj— — s. 


K-re 


Ha x-— es, akkor a függvény —3x? tagja dominál, ezért a görbe olyan 
gyorsan tart a végtelenhez, mint az y — —3x? függvény, 
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d. A szélsőértékek az első derivált ismeretében meghatározhatók: 
yY—-—bxit2. 

szélsőérték ott lehet, ahol y —ű, ez pedig a —6x32— 0 egyenlet meg- 

oldása: xz; 7 —. Mivel y — —6-—0ű, tehát a függvénynek itt maximuma 





, 1 I I I 
van. A függvényérték ezen a helyen st: 7 márgte 3 —f§z -yt 
Ni 2 6 § FA 
u 3 nm 3 - 

3. A görbükti viszonyokra a második derivált előjele a jellemző: 
Y ——6 a téljés számegyenesen negativ, így nincs inflexiós pont és a 
függvény konkáv. 

6. A függvény görbéje a 92. ábran látható, 





dx 7x-ő 


92. ábra 
. 2 
7. A függvény értékkészlete a — s És -37 közé cső szárnoak halmaza: 
z 
Ék. : -eeym-szr 


: KN . 2 
Minden x értékhez csak egy y érték tartozik. A függvény a —5 3 ér- 


téket egyszer, a többi y értéket pedig kétszer veszi fel. 
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4. — Vizsgáljuk meg az y — 511—4x! függvényt! 
]. A függvény negyedfokú racionális egész függvény. Értelmezési tar- 
tamnánya a valós számok halmaza: 
Ét: —sa ze x zt en, 
2 A függvény ott metszi vagy érinti az X-tengelyt, ahol y—ű, vagyis 
5xt—dxt — Ü; x7(5—4x)— 4. 
5 
Az egyenket megoldásai: x5Ü és XT ,. mégpedig x.—0 háromszo- 
rús gyöke. A gyök multiplicitása páratlan, ezért a függvény görbéje az x,—0 
helyen metszi az X-téngelyt. Az origó egyúttal az F-tengellyel való met- 
széspontja Is. . , 
3. A függvény mindenütt folytonos, mincs szakadása, ezért csak a 
tk s-ben vizsgáljuk viselkedését. 


lirm  (5xt—dx9j—— ee; 


XY4 — an 


Him (Sxt—dxt) sz — on. 


X-am 
Ha x-— 3-:ss, akkor a függvény —dx" tagja lcsz a dotnináló, ezért a 
görbe úgy tart a végtelenhez, mint az y ——doxt függvény. 
4. A szélsőértékek megállapítása: 
y — 15x—16xv, 
vagy átalakítva 
y — xt(15—1űx). 
szélsőérték ott lehet. abol Y—Ü; ennek megfelelő gyókök: x.—§, 
raz g Mive] y:30x—áöx?, tehát y(0)—0, itt nincs feltétlenül szélsőér- 
ték. Azx— 16 helyen y" kiszámítása helyett egyszerűbb y előjelének viselke- 


dését vizsgálni e hely környezetében. Mivel y — x(15—16x), tehát az 
előjelet a (15—16x) tényező dönti el. Ránézésre látható, hogy ez pozitív 


15 
minderi sz -nál kisebb értékre és negatív minden TE -nál nagyobb értékre. 
15 
Tehát az xz — helyen maximum van. A függvényérték e helyen 


9-6] - 


a 
— ra) 2 a DOL s 103. 
ló! 4 4096 4 








3, A függvény görbületi viszonyait a második derivált ismeretében 
tudjuk megadni: 


y — 30x— 4823. 
Inílexiós pont ott lehet, ahol y" — ü, vagyis 30x—48:? — 0; ezt szorzattá 
r . JÚ 
alakítva x(30—48x) — Ű, ez pedig akkor nulla, ha xs — Ü; Xa- Fr —- 7 . 


fj 3 3 
7 —30—96x; p"(0)— 3040; vi) 20-95 
—-—30 40. 


7 5 " L 
Tehát x—ű és 1-7 miexiós pont. A megfelelő függvényértékek: 
5 
y(0) —ü; 7) sz 0.61. 


ó. A függvény görbéje a 593. ábrán látható. 


93. ábra 





7, A függvény egyértékű, és értékkészlete — -e-től ! 03-ig terjed. (A. maxi- 
mális ériék kerekitetti) 


EKk.; —-cs — ye 1 03. 


3. Vizsgáljuk meg az p— x1—5x? függvényt: 
A függyényt x" kiemelésével szorzattá alakítjuk: 


y z x(x— 5). 


I. A függvény racionális egész függvény, ezért bármely x értékre értel- 
mezett: 


Ét. : — en d KK -z -F- un, 
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5. A görbületi viszonyokra a második derivált előjeléből következ- 


2. A függvény görbére ott metszi vagy érinti az X-tengelyt, ahol y—0, tetünk : : 3 ai elébő etkez 

vagyis nulla, vegye énynek ott kehet inflexiós pontja, ahol második deriváltja 
x(r— 5) Ü 
. . md, zr Fr Úr — 10 — ís 

A felírt harmadfokú egyenletnek x,—Ü kétszeres gyüké, mig x.—5 ebből 
épryszereés gyöke. Az x-5 tényező előjele az xr,—Ú hely kis környezetében 10 5 
negativ, az x? előjele viszont bármely x-re pozitív, vagyis a harmadfokú 5—z7, 
kifejezés az x,—0 helyen nem vált előjelet, tehát a függvény görbéje nem 11) 3 
metszi az X-tengelyt, csak érinti! Az x.—5 helyen az x—3 tényező elő- , 5 ; 
jélet vált (xr—ox, esetén negativ És xx. esetén pozitív], ezért a függvény y"26-0t, tehát az x-z helyen inflexiós pont van. A megfelelő függ- 
görbéje az x,—5 helyen metszi az X-tengelyt f(x: előiek állandó?! vényérték 

A. Függvény ott metszi az F-tengelyt, ahol x—0, vagyis az y—0 helyen. 

A fügzvény tehát az origúban az Y-tengelyt érinti, és az F-tengeiyt v[ a ) ag 7 
metszi. ze 

3. A függvénynek nincs szakadása, mert racionális egész függvény, 3 21 
és így folytonos, ezért csak a végtelenbeh határértékeket kell kiszármi- 6. A függvény grafikonja a 94. ábrán látható. 


tanunk. Ezek 
líra Ce? 523) — — on, és  líim 669 —5aztsz ken 
XY-t — aa X—r--- ez 
LII. ha x— e, akkor a függvény xx? tagja dominál. 
4. A szélsőértékekről a függvény első deriváltja tájékoztat: YV—3x? — I0x. 
A függvénynek ott lehet szélsőértéke, ahol v-Ü, vagyis 


3x?—JÜx sz ü; 
ebből x-et kiémelve, a hiányos másodfokú egyenletet szorzatta tudjuk 
alakítani : 

x(3x—10) —0: 


énnek gyökei 
10 


xy7-ü; kt Té 


1ü lü 
yz6x—IO; y(0——I020; 6-es-0- 1050: 





10 . 94. ábra 
tehát az x—Ű helyen maximum van, az xrs— helyen pedig minimum. 
NNNNNNT 3 7. A függvény értékkészlete: 
A függvényértékek : 
Ék.: — wa az E as se 
yt 0; 14 
(5-6 (5) ő "ázgvény a 18 z7 nél kisebb, ill. a 0-nál nagyobb függvényértékeket 
3 3 3 9 3 3 ú 3 14. . , id 
500 14 gyszen a 718 2 és 0 éntéket kétszer, míg a —I8 -- és 0 közé cső függ- 
2-7 18 27" vényértékeket háromszor veszi fel. 
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6. Vizsgáljuk meg az alábbi függvényt: 
y—-— kt2(x— xi ÍG, 
ami tovább alakítva 
y-— het2(x—4y. 
Ezt az alakot már könnyébb vizszáláún 


I. A függvény harmadiokú racionális egész függvény, ezért bármely 
x-re értelmezett : 


Ét.: — sa — x zt es, 
2. A függvény görbéje ott metszi vagy érinti az 4-tengelyt, ahol y— ú, azaz 
(s--2)(x—dy — ük 


A felírt harmadfokú egyenketnek az x — —2 és x,—4 számok a gyöke: 
(x.—d szám kétszeres gyök). A függvény görbéjének tehát az 4X-tengely- 
Ivel két közös pontja van. Vizsgáljuk meg ezeket a pontokat! Az x12 
tényező az x, — 2 pont környezetében előjelet vált, és igy a függvény 
görbéje az xy ——2 pontban métszi az X-tengelyt. Az (x— 4)? tényező az 
x.z4d pont környezetében nem vált előjelet, mert 4-nél kisebb, ill. na- 
gyobb x értékekre egyaránt pozitív, így a görbe nem metszi (csak érinti! 
az xszd abszcisszájú pontban az 4X-tengelyt. 

A függvény görbéje ott metszi az Y-tengelyt, ahol x—Ü, vagyis y— 32. 

3. A függvény folytonos, nincs szakadása; beszorozva 
(xx t21(x—d4y — 6 —60t ŐZ és 


fun 43 —őxtt-32)—— e; 


JÉ mm HT 


lim (x3— 6x2-4 32) — se. 


X-r -k aa 


Ui. ha x— te, akkor a függvény x? tagja a domináló. 
4, A szélsőértékek a függvény első deriváltjával határozhatók meg: 


y — 3x2—IK. 
Szélsőérték csak ott lehet, ahol v—0, vagyis 3x71— I2x — 0; ezt szor- 
zattá alakítva, 3x(xr— d) — 0. 
Az égyenlet gyökei x.—ű; xis 4. 
y — §x—i12; y(0)j——I2- 0; 
y (4) — 34—12— 1250; 


ezért az x— helyen maximum, az x—4 helyen minimum van. y(Ü) — 
— 2.(—ay — 32; yí4h—0, amit már előzőleg láttunk. 
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téetünk: 
y — 6x—12, 
A függvénynek ott lehet inflexiós pontja, ahol 4-0, azaz 
6r—12— 0, 


43. A görbületi viszonyokra a második derivált előjeléből következ- 


ébből 


— " 
1 — 2. 


y"—6-Ü; tehát az x—2 nelyen inflexiós pon 
ha a F L.J] t v i 
A függvényérték ezén a helyen . gi 


Y(2) — 4-(—2y — 16. 


ábra függvény grafikonja az eddigiek ismeretében felvázolható (95. 


95. ábra 





7. A (üggyény értékkésztete a valós számok halmaza : 
Ék, : — tant Vita 
A — ces és Ú közé eső, valamint a 37-nél na igrvénvérte 
I li 26 KöM gyobb függvényértekeket 
Egyszer, a Ú és 32 függvényértéket kétszer, mir a Ű é Szé eső fi 
értékeket hároraszor veszi fel. ) 9B és 32 közé eső függvény- 


7. Vizsgáljuk meg az vy — 207—646—2x46 függvényt! 
£. A függvény racionális egész függvény, ezért mindenütt értelmezett: 


ÉL: — ém az K-Z -k en, 


z49 


2. A függvény ott metszi az X-tengelyt, ahol y—0, ezért meg kell ol- 
dammk a 


27 —60—2xt6t—Ű 
harmadfokú egyenktiet. Vegyük észre, hogy az együttbatók rendre; 2, 
—é; majd —Z2, 6. Tehát a számok egyenlők, előjekk különbözök és ebben 
a speciális csetben a függvényt könnyen szorzattá zlakithatjuk: 

207—3x—xt 3) — 2[x?(x— 9) —(x— 314 — 2(7— 1) (x— 3) — 

—- 2Zx--hh(x—D(x— 93 


A metszéspüntok tehát x, ——1, x—], x,—3. 
A függvény ott metszi az Y-tengelyt, ahol x—ü, vagyis az yo—ó pont- 


3. A függvény folytonos, nincs ; szakadása; ezért csak az x — tg ss-beli 
határértéket kell megvizsgálnunk 


hm (26€—6x05—2xit új 


JET am En 


tm (20—6xt—2xtó)j s-os, 


XT im 


UI. ha x-— ss, akkor a függvény 2r tagja a domináló. 
4. A szélsőértékek helye az első derivált ismeretében meghatároz- 
tél y — 6x1—124—2. 
A függvénynek ott lehet szélsőértéke, ahol V—0. 
y :- 6x5—12r—2—0; 3x3—6xr—i—0; 


56 36412 55 FT: . 6t4F3 4F3 2 


2 2 
XLE 147 V3 az 14-77" 1.732 sz 1£-40,67-I,732 sa 
sz 1-4-1,155 — 2.155 sz 2.16; 


v. 
Xs 7 1 F35:1—1,155 — —0,155 s —B 16: 
2 
y -12(x—D; v(1313)-s 
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tehát az x; hélyen minimuma var; 


2Z 
v[ -5 13) zÜ, 
3 
tehát az x, helyen maxrnurna vari, 


A maximurn, valamint a rmiiimaurn értékét úgy szárnitjuk ki, hory a 
gyöktényezüős alakba helyettesítünk: 


y — 2(rthj(x—I(x—3 
yi sz y(2, 16) — 2:3,16-1,16(—084 az —6, 1: 
v, sz y(—0,16) — 2-(—1,16)-0 84(—3 169 sz 13-61. 


3. A görbüűlett vaszonyok a második dcoerivált ismeretében határoz- 
haták meg: 


y" — 12x—12. 


Á függvénynek ott lehet inflexiós pontja, ahol a második deriváltja 
nulla, vagyis ahul 


12c—12 s 0; — ebből  xz—1. 


Y 


ge 29-6x" xb 





ag, ábra 
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y--12--ő, tehát inflexiós pont van az xyz helyen. A függyény- 
érték itt y,—Ú (amit már a gyökhelyek keresésekor is megállapítottunk). 

6. Mindezek alapján a függvény felvázolható (96. ábra). 

7. A függvény értékkészlete —se-től -hrv-ig terjed. A maximumnál 
felvett függvényérték (kerekítve) 6.1; és a minimummal felvett függvény- 
érték — 6.1; a függvény ezeket az értékeket kétszer, a közöttük lévő érté- 
keket háromszor, minden más értéket csak egyszer vesz fel. 


8. Vizsgáljuk meg az y — 2-1—4036 függvényt! 
1. A füegvény racionális egész függvény, ezért mindenütt értelmezett : 


ÉL: —en -z X z-bsa, 
2. A függvény ott metszi vagy érinti az X-tengelyt, ahoi yz-ű, azaz 
304—4xtt6 — 0. 


Vegyük észre, hogy a független változónak csak páros hatványa for- 
dul elő, tehát a függvénvértéket x előjele nem befolyásolja, vagyis a görbe 
szimmetrikus az F-tengelyre. 

Mivel az zzz helvettesítéssel a ?22—4z-16 — 0 másodfokúra redu- 
kálható negyedfokú egyenlet diszkriminánsa 


d — 16—43 — (, 


ezért az egyenletnek nincs valós gyöke, tehát az X-tengelyt a függvény 
gürbéje nem metszi, és nem is érinti, 
A függvény az FY-tengelyt ott metszi, ahol x—0, vagyis az ya — 6 pontban. 
3. A függvény folytonos, ezért csak a végtelenben száríthatunk határ- 
értéket. 
lím  (204—4xtt6jz be; 


X-et on 
ui. ha x-r sv, akkor a függvény 2x! tagja a dornináló. 
4. A szélsőérték megállapításához szükségünk van a fúggvény elsé 
deriváltjára : 
v — 8xt—üx. 
Szélsöértéke ott lehet a függvénynek, ahol Y—Ű; vagyis 
80 Bx — §x(x3—1) — $xíxr1jíx—h) — Ü. 
Ez az x, ——1, vagy x:—0, vagy xs — Tt] értékekre teljesül. 


v— 24xt—8; y(—1)— 24—8— 1650, tehát itt minimum 
vari; 


y (0) — —8 — Ű, tehát ált maximum var; 


yY(6 1 —- 16 — 0, tehát itt minimurn van. 
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A megfelelő függvényértékek: 
y:(—1)— 4; 9y(0j—6; gy.(1h54. 


3. A görbületi viszonyok megállapításához a második deriváltira van 
szükségünk : 


VX — 24xt—8. 


inflexiós pontja ott lehet a függvénynek, ahol y"—Ű, azaz 
z4x— 8 — 8(3x3—1])— 0, 





ar 


ez pedig akkor teljesül, ha x, — -8, vagy xs V3 


3 
y s 4Bx; v[-5) szü; (S-es 


tehát a görbének mindkét pontban inflexió j Ű 
fü vértékek : 5 pontja van. A megfelelő 


Ja 5) -5 szed; [5] sz 49. 


6. Mindezek alapján a fü afikoni . 
(97. ábra). üggvény grafikonja könnyen felvázolható 


97. ábra 
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7. A függvény értékkészlete 4-tól - ág terjed, mégpedig a 4-y-ő 
értékeket négyszer, az y— ő értéket háromszor és az y—4, valamint py--6 
értékeket kétszer veszi fel 


9.  Vizszáljuk meg az alábbi függvényt: 


1 
YysxXt— . 
x 


If. A függvény egy racionális egész függvény és egy racionális tört- 
függvény összege. Vegyük észre, hogy ha x csak előjelet vált, akkor a 
függvényérték szintén előjelet vált, de nagysága változatlan rnarad, 
vagyis a függvény páratlan. Az értelmezési tartornány € két függvény értel- 
mezési tartományának közös pontjait tartakmazza. Mivel az osztás nullá- 
val nincs értelmezve, ezért a függvény az x—0 helyen nincs értelmezve: 


Én 


Ét; —sa zt x-z 0 és Ú — xs ss, ill. rövidebb jelöléssel: x70. 


2. A függvény ott metszi vagy érinti az X-tengelyt, ahol y—Ű, azaz ahol 
xH——7-0ü. 
6. ai 


I 
Az egyenletnek nincs valós megoldása, hiszen az x-34-— kifejezés értéke 
x 


pozitív x értékre pozitív, negatív x értékre negatív, x—Ü-ra pedig nincs 
értelmezve; vagyis a függvény görbéje nem metszi az X-tengelyt. 

A függvény ott metszené az Y-tengelyt, ahol x—Ű; ez viszont nem 
tartozik az értélműezési tartományhoz 

3. A függvénynek szakadása van az x—ü helyen, ezért ennek két ol- 
dalán, valamint a t végtelenben számítjuk ki a határértéket: 


. 1 ; Í 
hm x4-J--e lim bej res 
F-r-Ú .-X x—a tü x 


1 1 
hum [Je him x-et 
x 


X-— tsz X—-- en x 


Hi 
Ha x— sa, akkor a függvény x tagja dominál és — zérushoz tart, ezért 
x 


a görbe aszimptotája a végtelenben az y—x egyenes. Az x-ő esetben 
pedig az aszimptota az T-tengely. 
4. A szélsőértékek az első derivált ismeretében meghatározhatók: 


A függvénynek ott lehet szélsőértéke, ahol az első derivált nulla, vagyis 
ahol 1! -z sú; ebből xx .— I. 


2 
y" — a yYttr1h-2: 6, tehát itt minimum van; 


wt—1p——2-—0ú, tehát itt rnaximum van. 
A megfelelő függvényértékek : 


y - y(—1)——2; 9y.—y(1)j—2. 


3. A görbületi viszonyok a második derivált ismeretében határoz- 
hatók meg, 


.. 
— lni 
hai 


x 


JA függvénynek as pontja nümcs, mert a második derivált sem- 
mMiyeén x-re sem nulla, Az sz0 szakadási helytől jobbra, vagyis pozitív 
x értékekre, y :-0, tehát a görbe könvex. Negatív x értékekre y" 

tehát a görbe konkáv. is 


6. A fügevény görbéje a 98. ábrán látható. 


98. ábra 
7. A függvény értékkészlete —ss-től —32-ig, valamint 2-től - sag 
terjed: 
Ék.: —e e yt—2 és 2Zy-rios, 


. AZ y——Z, tl. y—2 értéket egyszer, a többit pedig kétszer veszi fel a 
függvény. 
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10. Vizsgáljuk meg a következő függvényt: 


l 
sz X-H— . 
y ta 


1. A függvény egy racionális egész függvény és egy racionális tört- 
függvény összege; az xz0 hely kivételével mindenütt értelmezett és foly- 
tonös; az x—0 helyén szakadása van; páros föggyény. 


Li 


ÉL: —os zt xz 0 és 0 — x 0-4 os, Ül. rövidebben: xx. 
2. A függvény ott metszené az X-tengelyt, ahol y—0, de az 
k adön a , Ü 1.L1—-0, a 1 
xz 


egyenletnek nincs valós gyöke, vagyis nem metszi az X-tengelyt. Az Y-ten- 
gelyt pedig olt metszené, ahol x-0, de ezen a helyen szakadása van, És 
iry az Y-tengelyt sém metszi. 

3. A függvény mindkét oldali határértékét az x—Ú szakadási hely 
környezetében, valamint a pozitív és negatív végtelenben kell kiszámi- 
tanuuk : 


I Í . 


x—-r:2Ü xXx-r HŰ 


l . 1 
Tir [dt lirn [ér-e 
ax x" 


3R—E — ráér X—t -t- en 


Ha x- 3 es, akkor a függvény x tagja a domináló, 2. zéntshoz tart, így 
a görbe a végtelenben az py— ő? görbéhez sirni. Ha x-0, akkor ax tart 
nullához és az a tag dorninál; vagyis a görbe az Y-tengelyhez simul. 
4. A szélsőértékek az első derivált előjeléből állapíthatók meg: 
y — dx — ka . 
x 


A függvénynek ott lehet szélsőértéke, ahol az első derivált nulla: 


2 
2x—-— —Ű. 
ax 
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Az egyenlet két valós gyöke: xyz], xs, — —1. 
ő 
y-it-gi ytíly:-0, tehát itt rninimum van; 


yt(—1): 6, tehát itt szintén minimum van. 
A lüggvényértékek ezeken a helyeken: 


1 
ya — y(13— 2; 9y-yl—1— i4T72 


3. Az alakt viszonyok a második derivált előjele alapján dönthetők el: 


ús 
y-214t— . 
6. ai 


inflexiós pontja ott lehet ennek a függvénynek, ahol a második deri- 
vált nulla; mivel ilyen x érték nincs, tehát a függvénynek inflexiós pontja 
sincs, A riásodik deriváltnak is szakadási helye az x—ü pont, mely az 
kezest tartamányt két részre osztja: ezekben a ruásodik derivált 
előjele: 


Y(—-1) -24ő57ü és py(íIjs 2465—0 


dehát a görbe a teljes értelmezési tartornányban könvex. 


ó. Az eddig számított adatokból a fiú 
(99. ábra), üggvény képe már f[elvázolható 


i 
Y vaki 2 





3-4 4 A il ?; g 09. ábra 


7. A függvény értékkészlete 2-től -kse-ig terj . 
. 7 E terjed. A 2-t kétszer, a 2- 
nagyohh fuggvényértékeket pedig négyszer veszi fel a függvény. 2 denűl 


1! Ehfrrcncidiszámítás 
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11. Vizsgáljuk meg az alábbi függvényt: 
5x o 5x 
— ad4r44 GAY 
1. A függvény racionális törtfüggvény, szakadási helye ott van, ahol a 
nevezője nulla, ex pedig az x, ——2 helyen következik be f(x, a nevező 


kétszeres gyöke). A függvény értelmezési tartománya tehát az x,——Z2 
hely kivételével az egész 4X-tengely : 


y 


Ét. —s — x-z —2 és —2 — x zkt sa, I. rövidebben; x s —3. 


5x 
2. A függvény ott metszi az X-tengelyt, ahol y—ü, azaz —— — Ü; 


(XFZRE 
ennek megoldása xs Ű), tehát a görbe átmegy az origón. 

3. A függvény az x — —2 szakadási hely kivételével mindenütt foly- 
tonos: megvizsgáljuk viselkedését a szakadási hely környezetében, vala- 
rnint a végtelenben. I 

5x BA 


lm En —o — lim —— s 
nane (ki 2 xr—8t6(x-HZF 


mert a nevező kis pozitív számokon kerésztül tart nullához akár balról 
akár jobbról közeledünk a —2 helyhez, a számláló pedig negatív. 


5x . 5x 


— 0; in — ü. 
—r — ip (xt2FÉ T-t -t on (xt-2p 








Megjegyzés: Ha x- —ss, akkor a függvény a negatív számokon ké- 
resztül közeledik nullához, mig x—dte esetben a pozitív számokon 
keresztül 

A szakadási belyen a függvény aszirnptotája az F-tengeltvel páriruza- 
mos x — —2 egyenes, mig a -F s-ben az aszimptota az X-tengély. 

dí. növekedési viszonyokra az első derivált eélőjeléből következ- 
tetünk : 

, [ 3x ] 5(x4-28—5x-2(x12) 
y S  ———————, enn mmm uri 


esGú áll (e42y 


5(6xt2j—düx 10-—5z 
— (xi? (KDE 





A függvénynek ott lehet szélsőértéke, ahol Yü: 


10—5x— 
(xkZEB 
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Az egyenlet egyetlen megoldása x,— 2. 
—35(x142P—t(10—5x)-3(xr 1-7 c 5642) (10—5x)-3 





y- (x42) NI (x2y NI 
. —3x—10—39415x — 10x—40 
0 KDat 
20—40 20 
(2) — 


zzz — — az Ü, 
(24 2y 256 
tehát az x,—2 helyen maximum van. A megfelelő függvényérték ; 


— y-t 2 0625 
ú / tani mr imlr Ti : . 


5. A pörbűületi viszonyokra a második derrvált előjeléből következ- 
tetünk; a függvénynek csak ott lehet inflexiós pontja, ahol második deri- 
váltsa nulla; a e z ű egyenleiínek egy megoldása van, mégpedig 
x.—4. ii 

Az y (4) függvényérték meghatározása helyett most célszerűbbnek 
tűnik y" előjelváltását vizsgálni. 

Ti. v" nevezője xz-4 környezetében nyilván mindenütt pozitív, szám- 
lálóla viszont 4-nél nagyobb értékekre pozitív, 4-nél kisebb értékekre 
negatív. Tehát y" előjelet vált az x::-4 pontban, vagyis itt inflexiós pont 
van. A megfelelő függvényérték: 


54 MM 5 


4-0 2 as 055. 
Fa ze pg 05 


ó. A függvény grafikonja a 100. ábrán iátható. 





J éz)" 


1 I 
ÉTÉ. a] 


JÖÜ. ábra 
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7. A függvény értékkészlete a -— ee és Ü 625 közé eső számok halmaza. 
Ék: — eaz y zs 0 Ő25. 

A 0 és 0625 számot csak egyszer, a többit kétszer veszi fel. 

12. Vizsgáljuk meg az y— e függvényt! 


I. A függvény racionális törtfüggvény, és Így mindazokra az x érté- 
kekre értelmezett, amelyekre a nevező nem nulla; tehát 


Ét." —es sz x-z 2, LO 2-s x -7d-es, vagy rövidebben felírva: 
Ét.: x43. 


A függvénynek az x—2 helyen szakadása van. 
2. A függvény görbéje ott metszi vagy érinti az 4X-tengelyt, ahol 


yz0; vagyis ahol 
3x—5 
x—2 " 





Egy tört értéke akkor nulla, ha szárniálója nulla (És nevezője ugyanott 
nem nulla), azaz 


5 
3x—55— 0; ebből xs 


A függvény ott metszi az Y-tengelyt, ahol x—Ű, vagyis ys — 


3. A függvénynek szakadása van az x—2 helyen; bármely más pontban 
folytonos, ezért négy határértéket kell meghatározni (kettőt a szakadási 
helyen, és kettöt a végteknbeni. 





a 
3x—5 "I 
im E ez —-— — 3; 
ft. mi 
5 
3- 
3x— 5 
hm ——— Lk z 3 
zar XI xdm 
aj 


A függvénynek az y—3 egyenes az aszimpiotája. i . 
A szároláló pozitív az x—2 keélyen. Ma x-szel a 2-nél kisebb számakon 
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keresztül tartunk a 3-hőz, akkor a tört nevezője egyre kisebb abszolút 
értékű negatív szám lesz, vagyis a tört —-o-hez tart, tehát 
. 3x—5 
xat—a xX—Z 
Hasonló módon látható be, hogy 
3x—5 


him — ov, 
r-t x—Z 


4. A szélsöértékről a függvény első deriváltja tájékoztat: 
ye 3(x-—2)—(3x—5)rl  3x—6—3xi5 —-i 
€4—2y (xx? (6—2P 
A függvénynek csak ott lehet szélsőértéke, abol az első derivált nuHa, 
de az — mint látható — semmilyen x-re sem teljesül. Áz x—2 szakadási 
hely az értelmezési tartományt két részre osztja: (— e, 2 és (2, -k ce). 


A derivált előjele az egyes részintervallumokban állandó; alkalmasan 
választott értékeket behelyettesítve, az előjel meghatározható : YyY(0 — 


—-i -1i 
7-7 0, y(3) — — -— 0. Mivel az első derivált mindkét részinter- 


veánnban negatív, így a függvény mindkettőben szigorúan monoton 
csökkenő. 

kel A görbületi viszonyokra a második derivált előjeléből következ- 
tetiünk : 





— om MA, 





y:(—6£—DTT — 2(x—2y 





(x—Ty 


A függvénynek csak ott lehet inflexiós pontja, ahol a második deri- 
váltja nulla, A második deriváltnak nullahelye nincs, tehát a függvénynek 
inflexiós pontja sincs. 

Ar. x— 2 szakadási hely a teljes értelmezési tartományt két részre osztja. 
A. második derivált előjele ezeken belül állandó, Így ekgendő egy-egy 


. 2 
belső pontban meghatározni: y0-- Iz az 0, YO 0, tehát 


a (z ca, Ztartományban a görbe konkáv. a (2, Hm) tartományban könvex. 
id 6. Áz vegi adatok ismeretében a füegvény görbéje felvázolható 
( k. 

7, A függvény az y—3 érték kivételével miuden függyvényértéket égy- 
szer és csak egyszer felvesz. 





Én 


Ék.: —a sm py-z3 és 3 y-ztben, 
vagy rövidebben felírva 
Ék: ysé3. 
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101. ábra 





13. Vizssáltak meg az y s F2—x függvényt! 

I. A függvény irracionális és egyértékű, mivel csak a poztív gyök 
veendő gyelembe, Értelmezési tartománya azon x értékek halnaza, 
amelyekre a gyökjel alatti kifejezés na vagy pozitív, tehát amelyekre 
2—x E Ü; Vagyis 


Ét: -e-czsüi 

2. A függvény olt metszi vagy érinti az X-tengelyt, ahol y—ű, vagyis 
Y2—x — 0; ebből x,—2. 

A flüggyény ott metszi az FY-tengelyt, aho! x— Ü, vagyis az y— KZ poni- 
ban. 

3. A függvény folytonos. Határértéket csak x- — s €setben ke! szá- 
rnitanunk : j 

lim VK2—xss ten. 








4. A szélsőértékekről az első derivált tájékoztat: 
1-r 1 A 1 
y - [2-3] -— 2-9 7-1 -—— . 
z 2V2-x 


A derivált sermmulyen x értékre sem tuliz, igy a függvénynek mincs 
szélsöértéke. A dertváit ékutk a teljes értelmezési tartományban fxsé2) 
negatív, tehát a függvény a (— es, 2) intervallumban szigorúan mepnotot 
csökkenő. 

5, A görbületi viszonyok a második derivált előj eléből állapíthatók 
meg; 





Í 5 (2 vi a8-xy t(-D : 
e—- — — — X IT mm gj —- —an Ez -— — " 
é 2 4 4642 -zp 


A második derivált semmilyen x-ré sem nulla, így a függvénynek in- 
flexiós pontja nincs. A második derivált a teljes értelmezési tartományban 
(2) neratív, és Így a függvény konkáv. 

6. Az előbbiek alarján a görbe a 102. ábrán látható. 





102. ábra 


7. A függvény értékkészlete a Ü és 4: közé ssö számok halmaza: 
Ék: 0 S y-zt em, 
Minden függvényértéket csak egyszer vesz fel a függvény, 


1— e 
I. A függvény irracionális törtfüggvény, kétértékü. Értelrnezési tar- 
tormnánryához csak azok az x értékek tartoznak, amelyekre a gyök alatt 
pozitív szárn áll. Ezek: 


Ét: —1-— x- 1. 


A függvény az X-tengelyre szimmmetrikus. Az egyszerűbb tárgyalható- 
ság kedvéért különválasztjuk az 4-tengely feletti és alatti ágat. Legyen 


Fi 1 


— 


ez ETT ÉS PV rar mag 
Kis 70 Kia 


Z. A függvény att metszi az X-tengelyt, ahol y—ű, tehát mindkét ág 
egyenktét felírva: 


14. Vizsgáljuk meg az y — 4 függvényt! 


JP: 


1 
TT —————— 
FK1—x 
Az egyenketnek nincs mepoldása, téhát egyik ág sem metszi az X-tén- 
pelyt. 


A függvény att metszi az F-tengelyt, akol x—Ü, vagyis az y, függvény 
a t1 pontban, az vi: függvény a —1 ponthán. 
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3. A függvény az érteimezési tartományon belül folytonos, de a hatá- 
roknál a végtelenhez tart, mert — külön vizsgálva az 4 ÉS Yan függvény 
viselkedését — 





lirn Hess. hm ——, —,—, Iz tes. 
xa—i1t6 V]— xi xa41—ü F]— ax 

j 1) , l 

htiri ——— ——— sz — a; ln — —s ri — a. 
x—a—i4t KI—x: xat1l-ú Vi— xi 


d. A szélsűértékek helye az cekő deriváltból állapítható meg: 





" .2-. I A 
x-[ E) —Í(1—x7) a] ---yú-xi " (—2x) 


t1—.x" 


NN 
Kaze 


Ugyanigy adödik 
x 


Ka—ej 


—— 
rt 


Mindkét ágnak csak ott lehet szélsőértéke, ahol az első deriváltja 
nulla : 

4 -—-——— 

t(1—y 

Az xr—0 hely két részre osztja az értelmezési tartományt, ezékben a 


derivált előjele állandó. Ezért most célszerűbb 37 helyett v előjelváltását 
vizsgálni : 


zű, na x-tő 


—ü5 
vizsgálatához szü es értékek. y(— 8.5) ——— — —— s [, 

Yi gal ükség I TBJ 
yi (05) — MLS — ű, tebát az x—Ü helyen xy; előjelet vált; inivel 


Ya —ü25y 


negatív értékből pozitív értékbe megy át, minimum van. A minimális fugg 
vényérték : 


— 1. 





FÚ — 


1 
VK1—-6 
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ÁZ yi vizsgálatához szükséges értékek: 


ü5 tunne 
Yu( —Ű 5) —— e. Ú; vu t(h5) s fllsndssstttll az Ü, 
FY(1—025p YC—0 253 


tehat va pozitivből negativ értékbe megy át, vagyis maximum van. A máxi- 
mális függvényérték : 


3. A görbületi viszonyok a második derivált segítségével tanulmá- 
nyozhatók. Az X-tengely feletti ág esetén 


E 


a j 3 
1— Tel (1 at (2) 
x 3 
ef] HNKKKKKKKENT NET ENNE 
a-ji (1- x?) 


VFl—eP 38 V1—x FT (4— 3) 


£41— 3 (1— 3 


— F— 422) 
00 (1—aj 


bök X-teneely alaiti ág második deriváltia ettől csak előjelben külön- 
Özik : 
K1-3(142x7) 

(1— xy? 


részt 





A függvénynek csak ott Íchet inflexiós pontja, ahol a második derivált 
nulla; de alyen x nincs, mert a szármláló mindkét tényezője és a nevező Ís 
az értélmezési tartormány bármely x értékére pozitív. A második deri- 
vált az értelmezési tartornányban folytanos, és így — mivel nem metszi 
az X-tengelvt — állandó előjelü. 


I-1 a i-i 
yi (0y- e Ü; sti s Hé az Új. 


ág tehát konvex, a II ág pedig konkáv. 


Az I 
ó. A függvény grafikonja ezekből már felvázolható (103. ábra). 
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103. ábra 





7 A függvény értékkészlete az i és 1-nél nagyobb abszolút értékű 
számok halmaza. 


Ék.: —ssz p3—1, ÜL 18y-edtr, vagy ÍYIZ1 


A függvény a -H1 és —1 értékeket egyszer, a többi függvényértéket 
kétszer veszi fel. 1 
15. Végezzük el az y- tr függvény vizsgálatát! 
I 71-i 


iggvény irracionális törtfüggvény. Értelmezési tartományáboz 
azok ji k énékek tartoznak, amelyekre a gyökjel alatti kifejezés pozitív: 


Ét: — maz x-z —], ill 1 xs, rövidebben: [x]-1. 


Az előbbi függvényhez hasonlóan a kétértékű függvény két ágát kü- 
lön-külön vizsgáljuk. Legyer 


1 l 


TTrrW——— Mme 


———n ne, ÉS Y-T T—SEZ 
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2. A függvény ott metszi az Y-tengelyt, ahol y — Ú, vagyis ty z Ű. 
1—i 


Ennek az egyenletnek nincs gyöke, tehát a függvény görbéjének nincs 
közös pontja az X-tengellyel. 

A függvény ott metszi az Y-tengelyt, ahol x—ú- de ez az abszcissza nerr 
ís tartorik az értelmezési tartományhoz, és így a függvény nem metszheti 
az Fidenpelyt sém. 

3. A füsgvény a szakadási helyeken kívül folytonos, határértékét a 


— san, —], 1, 4 es helyeken kell számolnunk. Először az y, ág határértékét 
számítjuk ki: 


kH 





lm ——ez0: — lm  ——— — 4 emi 
zr—m Yxt—1 x-—1-ú Vx3—Ii 

1 ; 1 . 
lm — Tea; hm ———— — 
x—13üű x4-—] TF is Ks—-t 


A szakadási helyeken azért számítunk csak bak, 15. csak jobboldali 
határértéket, mert a másik oldal már nem tartozik az értelmezési tarto- 
mányhoz. 


Most meghatározzuk az Yyn ág megfelelő határértékeit: 





I 1 
x——-m — Wxi-I x-r—1-0 Fx3-i 
1 l 
n— e ez — ss; lm ———rx,———ü. 
s-140 Fe-I xadtm Fxa-Ii 


A két ágak közös aszimptotái vannak, Ugyanis a végtelenben az 
aszimptota az X-tengely; az x—l, ill. x — —1 abszcisszájú pontokban 
az aszimiptota az xzi, ill. az x ——1 egyenes. 


4. A függvény szélsőértékeit az első derivált segítségével keressük meg: 
— 


1 ha Í .A 
77 —-z— 7 (xt— 1 E; gp —— e (xt—1) T2xz ———. 
Ve "2 KGs-iy 


A H. ág deriváltja pedig 
6. aj 
KG-T 


A függvénynek csak ott lehet szélsőértéke, ahol az első dertvált nulla ; 
ez x— Ü-ra teljesülne, ami viszont nem tartozik az értelmezési tartományhoz. 





ar 
Fa - 
TI 
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A szakadási helyek két részei osztják az értelmezési tartományt, szek 

indkét ásra (—e, —1) és (1. ds ; i ; 
ae A görbületi viszonyok meghatározhatók za második dernvált t1sne- 
retében: 


4 3 2. 
—1(1— DDT ax th) 2x 


fi ax " e j — 
7 [ F] NI (ály 
64—1y" 


Y-T (—xth ad) KV ZÉTb 
KKE ET 4-1 





Hasonlóan 


X i x1—1(—2x1— hi 
x-(—]- 





adi xi s íy 
ti" ; 
i ; i ik deriváltja 

üggvé k csak ott leliet inflexiós pontja. ahol másod 
nulla. A második deriváit azonban semmilyen x-re sem nulla, ségi 4 
tört számlálójának első tényezője pozits a, második kéeetmán ; 18 
itív és a II. ágra negatívaz €f ; . 
4. második derivált előjeléből megállapítjuk, hol konvex, il. konkáv a 


Hi Először a EL ágat vizsgáljuk. A két résztartomány : (— ve, — 4) és (I, kt wa). 
Á kiválasztott x értékek: —2 €s 2. 
Y39 . Hh39 
n(-3-eg nogzeyrb 
Most a TI. ágat vizsgáljuk. Az intervallumok és az x értékek az előb- 
bivel megegyeznek: 


- VK3(—9) 
3 9 o; DSE 0. 
gt a 








yni—2)- 


j TI. ág konvex, a IT. ág podig konkáv. . 
vagy ae tevény grafikonja az előbti eredmények ismeretében mégraj 


zolyatk CT hegvény értékkészlete yzÜ kivételével az ÖSSZES valós szám. 


Minden függvényértéket kétszer Vesz fel. 
Ék.: —m-ey-el, ÜL Üryztr; 


rövidebb alakban felírva: y-6. 


Z68 





16. Vizsgáljuk mez az y —tVx—2-43 függvényt! 

I. A tüggvény irracionális, kétértékű függvény. 

Csak azokra az x értékekre értelmezett, amelyekre a gyökiet alatti 
kifejezés nemnegatív: 


Et: 28 xedte 
Mivel a függvény kétértékű, bevezetjük a következő jelülést: 


y s FKx— 343 és yi: —Yx— 243. Mint látható, az n ág függvény- 
értékei háromnál nem lehetnek kisebbek, és az yn ág függvényértékei 
háromnál nem lebetnek nagyobbak. 

2. A függvény görbéje ott metszi az X-tenpelyt, ahol y:-ő Mivel az 
y ág függvényértékei 3-nál nagyobbak, czért cz az ág nem metszheti az 
A tengelyt. Megvizsgáljuk az YrÜ ésetet: 


—Vx—243—0;, 35Yx—2; 9—x—Z; x—II. 
AZ va ág tehát az F-tengelyt az x,— 11 pontban metszi. 


. A függvény az YF-tengelyt nem metszheti, mert az x—0 hely nem tarto- 
zik az érielmezési tartornányhoz. 


3. A függvény folytonos, de csak az xz2 értékekre van értelmezve, 
Így határértéket mindkét ágra csak a -4-ben kell szármolnunk : 


Um Vx—243—ádse;  lim —Vx—243—— we, 


E dada X-tb aa 


269 


4. A szélsőértékeket a függvény első deriváltja segítségével keressük : 


1 , l .L 1 
" —$(x—yYta 3] -——(x-2) " ————— 
Fr h(x JJ -k ] 9 2Vx—2 
, i 
Ja 7 ——— s 
2Fx—2 


függvénynek csak ott lehet szélsőértéke, ahol első deriváltja nulla, 
de yi és va semmilyen x-re sem nulla; X72-rE kerü és va 0, vagyis 
az yi Ág monoton növekedő, az yn ág pedig monoton csökkenő. i 
epyzés. Az x—2 pont az yi És Vu függvény értelmezési tarfomia- 
nyához tartozik ugyan, de y És b nincs értelmezve ebben a pontban 
(nevezőjük nullává válik), vagyis y itt nem differenciálható. Mivel azonban 
lím vi she és lím ya ——e, ez azt mutatja, hogy mindkét ág érmtőjé 
-t x—8$1t0 ; 
a függőleges helyzet "felé közeledik, midőn x — 23-80 (a másik oldalon 
í incs értelmezve). ; j 
egye bületi viszonyokra a második derivált előjeléből köveikez- 
tetünk : 


1 av ; a j! 
hb raz TI —- tg T-—— —, 
-[ze fú 47 a 2y 
il. 
GY 
"  4FG-2gy 


ez: - - - —2 
Az ág előjele a teljes értelmezési tartományban (Kivéve az x 
neee tegztiv, tehát a görbe I ága konkáv. Az x—2 helyen yl és va nincs 


értelmezve, de Em 4 0-—e és im i-t. Az. yI, előjele pozttív, 
xa34t0 x-ttő ; pl 
és így az Ya 5E konvex. A. fürgvénynek inflexiós pontja nincs, mert a 
ik deriváltja serümHyen x-re sem nulla. 
má fiagvény grafikonja a 105. ábrán látható. 





105. ábra 
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7. A függvény értékkészlete az összes valós szám. Az y—3 értéket 
egyszer, a töbln értéket pedig kétszer veszi fel a függvény. 


Ék.: — ea az gy az on, 


a 
17. Vizsgáljuk meg az y— FK(x—4p fügrvényt! 
1. A függvény irracionális, minden x értékre értelmezett: 


Ét. — os azt xs em, 


2. A függvény ott metszi, ill. érinti az X-tengelyt, ahol py—Ü, azaz 


Va -aji — 0. 


Az egyénlét megoldása xs—4. Az x.—4 helytől balra és jobbra (xr—4p 
egyaránt pozitív (a gyökjel alatt mindig nemnegatív szám áll) tehát gör- 
bére nem metszi, hanern érinti az X-tengélyt. 

A függvény görbéje az x—ü abszcisszájú pontban metszi az Y-tengelyt: 


3 E. NN 
y-Y(—4p— VIG zs 252. 


3. A fuúggvény folytonos, ezért határértékét csak a végtelenben kell 
kiszárnitanunk : 


51 a 
líra FKíxr—4z—dos; — liím Fíxr—4jt— Tres. 


KC — önrr X— rben 


4. A szélsüértékekre a függvény első deriváltja jellemző: 


A dertváltnak az x—d helyén szakadása van, mert a nevező helyette- 
sítési értéke nulla. 

Megjeeyzés: A Tüggvény mindenütt folytonos, de az x—4 helyen déri- 
váltja nem létezik, a lüggvény ott nem ditlerenctiálhaió. Mint a vázlatos 
ábrából lárni fogjuk, a függvénynek az x--4 helyen csúcsa van.) 

A deriváli sermelyen x-re sem nulla, de szakadási helye a téljés értel- 
mezési tartornányt két részre osztja, ezek (— es, 4j és td, 4-) Ezeken 
belül az élső derrvált állandó etőjelű. Alkalimasan választott x ériéket 
hnelyettesílve a deriváltoa, annak előjele meghatározható: 


2 
y (09——, —-—0; y65j-—— rt. 
3-4 gyi 
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Ennek alapján nem állapíthatjuk meg a függvény viselkedését az xz4 
helyen. Mivel azonban láttak, hogy y csak az x—§ helyen nulla, minden 
egyéb helyen — tehát az x—4 hely környezetében is — pozitív, ezért 4 
függvénynek az x-4 helyen mintmuma van. j 

Mi A. görbületi viszonyokra a második derivált előjeléből következ- 
tétünk : 


VA .1T 2 4 2 
3 gy (x—4yi 





függvénynek y" értelmezési tartományában inflexiós pontja nem 
lehet, mert y" értéke sehol sem zérus. Á mázodik deriváltnak ís szakadási 
helye az xz3 pont, ezt külön kcil vizsgálni. Rátekintésre látható azon 
ban, hogy y" értelmezési tartománya minden pontjában, tehát a szakadási 

hely környezetében ís negatív, ezért ítt sem lehet inficexiós pont. 
6. A függvény görbéje az előbbiek ismeretében felvázolható (106. ábra). 


Y 
vi 
A 
4 
2 
f 





106. ábra 


üggvény értékkészlete a nemnegatív számok halmaza : Ék.: Ogy tes 

A o értéket egyszer, minden pozitív értéket kétszer vesz fel a függvény. 

13. Vizsgáljuk meg az yzYcos a függvényt (feltételezzük, hogy a 
sinx és cos.x függvények alaptulaidonságast ismerjükmj 

I. A függvény csak azon x értékekre értelmezett, amelyekre cos xi 
A gyökjel csak pozitív értékével veendő figyelembe, így a függvény égy- 
értékű. , 

Mivel tudjuk, hogy az y—cos x függvény periodikus, ezért y— Kcos x 
is az. Figyelernmei a perjodicitásra, az értelmezési tartomány: 


it 1 dj 
Ét: ——d4-kőn exe — dt kén, 
2 2 
ahoi 4—0, tt], 32, .... 
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Megjegyzés: A függvény Összes tulajdonságait először a k—0-hoz 
ax 
tartoző (5 , 2] intervalluraban vizsgáljuk meg, és csak azután vesszük 
ügyelémbé a mriodicitást. 
Z. A függvény ott metszi az X-tengelyt, ahol y--0, vagyis Ycos x—ü; 


nt x .. 
ebből x, — 7 ÉS 147 . A periodicitást figyelembe véve, az Összes 
13 
metszéspont: x — —34kx. 
. 2 
A füegvény ott metszi az F-tengelyt, ahol x—0, vagyis poz Fcöső-—I. 
77 
4. A függvény az értelmezési tartomány -— 1k2z; az Fkén mier- 


vallumaiban folytonos. Határértéket mern kell számítanunk, rmivel ezeken 
belül nincs szakadása, és € tartományok végpontjaiban értelmezvé van. 
4. A szélsöértékeket az első derivált ismeretében határozzuk MEg: 





y 5 (cos xi] sz z (GoS xy Tt - sirt x) Tin x . 
2. 2Fcosx 
A függvénynek csak ott lehet szélsőértéke, ahol y:-0, tehát 
mönx 
2ycosx 


A trigonometrikus egyenlet megoldása: x—2kx (k-0, ti, $2...) 
Ugyanis a tört értéke akkor nulla, ha a számlálója nulla és nevezője nern 
nulla. A sin x—Ű egyenlet megoldása az x— in (f—0, 41, 42, ...) gyök- 
sorozat, ebből f páratlan értékeihez tartozó x-ek nem tartoznak a vizs- 
vált függvény értelmezési tartományához: ! páros értékeire, vagyis 1— 2k-ra 


FK cosin sü. a(z 5] intervallumban az x—0 helyen levő szélső- 


értékre az y előjelváltásának vizsgálatával következtetünk. A derivált 
számlálója páratlan, nevezője páros függvény, tehát a derivált páratlan 
függvény, és Így az origó környezetében — mivel nem azonosan zérus 
— előjelet vált. Mégpedig kis negatív x-ekre pozitív, kis pozitív x-ekre 
negatív, tehát az x4—6 helyen maximum van. A maximális függvényérték 


y.— y(0)-VI—1. 


A  periodicitást frvelembe véve azt kapjuk, hogy a függvénynek az 
x-kön helyeken MAZIMUTIA VAN. 


at . 
A függvény növekedő a -7 4-K2n -- x-z kér intervallumokban, és 
csökkenő a Zn — x-e 7 than intervallurmokban. 


IE ilerenciálarámitás 
Diflerenciá m 271 


5. A görbületi viszonyokra a második dervált előjeléből következ- 
tetünk; 


, —sinx V 
2 (cos xy" 
1 il 


— cos x-2 (cos x)? 4-sin x-(cos ax) 1 (—sin a) 
4cosx 


— 27 cos xFeéosx— sír x 





ZÖSsX 2 cost x-h sir x 





II 


dcosx RA 
4ícos xy)" 


A függvénynek ott lehet inflexiós pontja, ahol második deriváltja 
nulla. A tört akkor nulla, ha a számlálója nulla és nevezője nem nulla, 
vagyis ahol 


2cos x-tsint x — Ü; 
cost x-tcost x tsint x —Ú; 
cosxzt1i1—Ü. 


Mivel x bármely értékére cos? xi 1 ő, ezért az egyenletnek nincsen 
valós gyöke, ezért a függvénynek inflexiós ponúlja SINCS. 


A második derivált előjele a Éli intervallumban negatív, tehát 


a függvény konkáv. 
ő. A függvény képe a IÖ7. ábrán látható. 





ue Va 107. ábra 


7. A függvény értékkészlete a 0 és 1 közé eső számok halmaza, Egy-egy 
periódus alatt az I értéket egyszer, a többi értéket kétszer veszi fel: 


Ék.: Osyzk. 


174 


19. Vizszáljuk meg az y—sinix függvényt! 

I. A függvény értelmezési tartománya a valós számok halmaza. Mivel 
az yzsin x függvény 2x szerint periodikus, és a négyzétreemelés a perio- 
dicitást nem szüntetbeti mez [ugyanis ha sin x— sin(x-t-23kx). akkor 
sir x — sint(xt2kx)b, ezéri a sm x függvény 2Zx szerint biztosan perio- 
dikus. Tudjuk azonban, hogy sin x — —sin [7r-z]; ezt négyzetre emelve, 
sm x s sinfr-rz], amiből látható, hogy az yssintx fügevény 2 Sze- 
rnt ís periüdikus. 

Ét. —m s xs ten, 

2. A függvény ott metszi (vagy érinti) az A-tengelyt, ahot y értéke 
nulla. Ha sin" x— ű, akkor sin x—ü, ésebből x— kn, aholk —0, -HI, 42, ,.. 
h í. függvény ott metszi az F-tengelyt, ahol x— Ü, vagyis az yo—sint 0-0 

elyen. 

A függvény görbéje tehát átmegy az oripón,. 

T. Mivel a függvény folytonos, és at szerint periodikus, ezért határ- 
értéket nem kell számítanunk. Vizssálatainkat csak a (Úsz) interval- 
lumban végezzük, és azután vesszük figyelembe a periodíicitást. 

4. A szélsőértékek az első deriváltból meghatározhaták: 


v:2sin xcosxcsin 2. 


Ez akkor nulla, ha 2x—kz, vagyis ha 
x-ké ahol £Ü0,-EI,t2,.... 


A gyöksorozat három egymás utáni tagja van a (0, sa) intervallumban, 
ebből kettő a határokra esik. 


y-—2cosízZx; y(08)—2:-0, tehát minirnur van. 
rra 

v b) — o41--0, tehát maximum van. 

yYGz27-ü, tehát minimum van. 
A megfelelő függvényértékek: 

a FI d a 

yi) — sin" Ú — (; (5) sz sin Csi 1;  vírf— sima — B. 

A periodicitást figyelembe véve, a függvénynek minimuma van (érté- 


ke 0) az x—kr helyeken, és maxirmurna van (értéke ih) az xs 5 tk 
helyeken (4—0, kH], $2,..d 


18" 
ZT5 


gége A görbületi viszonyokra a második derivált előjeléből következ- 
t 


y 752005 2x. 
A függvénynek ott lehet inflexiós pontja, ahol y"—0, vagyis 2 cos 2x— 0. 
Ez akkor teljesül, ha 
nt , R Rm 
sudár Tidlsésl vagyis kásár ÖT 7 . 
Egy perióduson belül tehát két inflexiós pont lehet. A (0, z) intervat- 
nt 39 
lumban ezek a €7 és Fi pontok. 


y" s -4sin2x; 


vi" CN ssi 
—if 5 —4sin— 0; 
vG mü; 


-9)j- a sin TO 
y 4 sét Tés . 


tehát mindkét helyen inílexiós pont van. A függvényértékek: 


(I; szá az É E — ein 5 a) 
Maj a 7 MH 4 2 


Eigyelembe véve a periodicitást, a függvénynek az x — ztkz helye- 


ken imíkexiós pontja van. 
6. A fentiek alapján a függvény görbéje megrajzolható (108. ábra). 


Y 





108. ábra 
7. Az értékkészlet a 0 és 1 közé éső számok halmaza. Az 1 értékeit 
egyszer, míg a többit kétszer veszi fel minden periódusban, 
Ék.: Oszyzt. 
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20. Vizsgáljuk meg az y—xe" függvényt! 

l. A függvény egy elsőfoku és égy exponénciális függvény szorzata. 
Mindkét függvény értelmezési tartománya a valós számok halmaza, 
ezért szorzatuké szintén az: 


Ét: — os sz X z-bos, 
2. A függvény olt metszi vagy érinti az X-tenpelyi, ahol y—Ü, azaz 


xe 0. 


Az égyeénletőüek csak xp—Ű a megoldása. Mivei az xyz helyen az x 
előjelet vált, e7 pedig nem, ezért az y— xe" függvény görbéje ebben a 
pontban metszt az 4X-tengelyt. 

A függvény görbéje ott metszi az F-tengelyt, ahol x—0. Mivel ott 
y—0, ezért a függvény áthaiad az origón. 

3. A függyény két folytonos függvény szorzata, tehát folytonos, ezért 
határértéket csak x— tes esetben keli számolaunk, 


liut xe" sz oo, mert mindkét tényező -- se-hez tart. 
EA 4 az 
§ 


Az első tényező — -o-hez, míg a második tényező nullahoz tart. A ha- 
tárértéket -—— a szorzat hányadossá való átalakítása után — EL" Hospital- 
szabállyal számítjuk ki, 

1 
him xe"z dm ész öR lion -e 6, 


X-t — 00 K-4— e e" X-t— na "E 





mert a szárniáló állandó, a nevező — so-hez tart, és Így a tört a negatív 
számokon kérésztül nullához tart. 
Vagyis a függvény aszimptotája. ha x-— — a, az X-tengely. 
£. A szélsőértékekre a függvény első deriváltja jellemző: 


y se txe ze (1l4-x). 
A függvénynek csak ott lehet szélsőértéke, ahol 


ex(1-4-x) — 0. 
A szorzat első tényezője semmilyen x-re sem nulla, a második tényező 
pcdig x, - —] értékre. Mívei a második tényező az x,y ——1 helyen nega- 


tívból pozitívba váit (vagyis a szorzat is), ezért a függvénynek az x, ——! 
helyen minimuma van. 
A minimális függvényérték : 


1 
y(—1h—(—1D)et— —— sz —0,3679. 
e 
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5. his görbületi viszonyokra a második derivált előjeléből következ- 
tetünk : 


yY-e(14x)te— et (2 tax 

A függvénynek ott lehet inflexiós pontja, abotl 
(23 x) 5 Ü; 

éz pedig csak xs, — 2 értékre teljesül. 

Fsze(3-ha); 

y1—2 — €, tehát imilexiós pont van. A függvényérték: 
y(—2) 5 —0 27. 

Ugyanis 
y(—21—(—2e-" -2 s — 2-0, 135 — —0,270. 


ó. A függvény gafikonját az eddig szárnitott értékekből már felvázol- 
hatjuk (109. ábra). 


108. ábra 





. fi I 
7. A függvény értékkészlete: Ek: —— Sp c Fe A függvény a —-— 
e e 


I 
értéket és a Ú-tól --ss-ig terjedő fügrvényértékeket egyszer, mig a —— És 
É 


Ú közé cső függvényértékeket kétszer veszi fel. 
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21. Vizsgáljuk meg az y—x in x függvényt! , 

I. A függvény egy elsőfokú és egy logaritmusfüggvény szorzata. Értel- 
mezési tartományuk a két értelmezési tartomány közös része, ez pedig 
a pozitív számok halmaza: 


Ét.: 0 — xi en, 
2. A függvény ott metszi (érinti) az X-tengelyt, ahol y—űŰ, azaz 
xi In x—ü. 


A szorzat akkor nulla, ba valamelyik tényezője nulla lés a többi té- 
nyező azon a helyen végesD. Az xinx szorzatnak az x— helyen nincs 
helyettesítési értéke, mert In ú nincs értelmezve. A szorzat akkor is nulla 
ha Ín x—0, ebből x,—1. Mivel az xsz1 helyen In x előjelet vált, y pedig 
nem, ezért a függvény görbéje az 4-tengelyt az x.—1l pontban valóban 
metszi. 

A függvény görbéje az F-tengelyt nem metszi, mert x—Ű-ra mincs 
értelmezve. 

3. A függvény folytonos, de határértékét az értelmezési tartomány 
két határán meg kell határozni. 


lm xlhnhxr7-? 

x-rrŰ 
A feladatot törtté való átalakítás után L"Hospital-szabállyal oldjuk 
MÉR: 


i 
. .  inx . x li 
hm xinxz im — — him ——-- — lim (-x)— 0. 
x-t--Ü x— tű X—- 4-Ű 1 Tr tú 
xX x 


A függvény görbéje negatív számokon keresztül közelíti meg a nul- 
lát. (Baloldali határérték a Ú helyen nincs.) 


len xing ax — 4 os, 
X-r tan 


Mindkét tényező határértéke ---s, így szorzatuké is az. 
d. A szélsőértékek a föszzvény első deriváltiából határozhatók meg: 


] 
y-lnhnxrtx——inxti. 
x 


A lüggvénynek ott lehet szélsőértéke, ahol 
In xt1 bő. 


1 
Az cgyenlet megoldása x—— . 
e 


l 
yYszo-i o y () — e: ű, tehát minimum van. 
fi Bi E 
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Á minimális függvényérték : 


l Í h l 
v[7) — — in — — — se —0,368. 
e e e e 


3. A görbükti viszonyokra a második derivált elüjeléből következ- 
telünk; 


l 
je. 


xX 


A függvénynek ott lebet inflexiós ponttia, ahol y"—Ű, de ez semmilyen 
x-re sem nulla, tehát nincs inflexiós pont. 

A második derivált előjeie — a teljes érteltnezési tartotrnánybam — 
pozítív, és így a függvény konvex, : 

6. Az eddigiek felhasználásával a függvény görbék megrajzolhatoó 
(310. ábra). 





110. ábra 


Megjegyzés: Az xzŰ pont nent tariozik az értelmezési tartornányhoz, 
mert a függvénynek határértéke van ugyan az x—ü belyen, de helyeét- 
tésítési értéke nincs. 


- 1 1 
7. A függvény értékkészlete: Ék.: —— sZ y ter. A függvény a — — 
e £ 


I 
értéket, valamint a Ű és annál nagyobb értékeket egyszer, a — . cs 0 közé 


ésú értékeket kétszer veszi fel. 
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